Scribe: Matt Drescher
Instructor: Prof Bergeron

MAT 9455 Algebraic Combinatorics and Coinvariant Spaces

winter, 2006

Has applications to :
Algebraic Geometry
Representation Theory
Combinatorics
Symmetric Functions
physical statistics

Sp: the symmetric group of n elements.
Q[z]: The ring of polynomials in n variables
T = XT1T2... Ty,

& a1 .02

=2t ry?. 2% where o= (a1, ag,...,ap) € N”

deg(z®) =la| :=a1+ a1+ ... + ap,

ma : Qlz] — Q]
ma(x®) =z if la| =d , and 0 otherwise

Definition 1 A subset I C Qx| is an ideal if it satisfies:

(i))0el
(ii) If a,b € I, thena+be I
(111) if a € I and h € Q[z] then ah € T

if I is an ideal then there exists a homomorphism Q[z]

notice my(I) C I

We have
R:=Q[z] R = @32, Rq with Ry := m4(R)

and in general if V is a subspace of R, it is said to be homogenious if

V2 @40 Va with Vy = m(R)

The Hilbert series we define as

Hy(q) := Y _ dim(Vg)q*

d>0

for R we have:

dim(Rg) = (

n—1+d

d

- g

)




SO

(by generalized binomial theorem)

Is, := (hi(z), ha(z), ..., hn(x))

with

ha(x) = Z x?

|a|=d

(la] = a1 + a2+ ... + an).

hq(x) is a polynomial symmetric invariant for .S,,.
sk ok

$okokkk

Properties:
(1) C,, is ring of cohomology of the variety of flags(??)
(2) dim(Cy,) = n!
3) Hs,(q) = (1+q)(1+q+¢*).(1+q+ ... +¢" ).

Hs,(9)= Y ¢™
UESTL

(_1)# ofcrossings _ (0.)

# minimal number of crossings = inv(o).

dim(m4(Sy)) = number of permutations which have d inversions.

0.1 Grobner Bases (of an ideal)

(ISn) I, = (hl(x)v h2(x)> 7hn($))

look up some examples.



0.2 Stage one choose an order monomial

(a)
Order the variables such that
1 <22 <3< ...<Tp

(b)
order the monomials such that
2% < 2P = 2% < 2Pz

1 Grobner Bases
reference: ”‘Using Algebraic geometry”’ Cox, little, O’shea
Bon ordre sur les Monomes.
22> 2 1 > a9 >, > I

Compatable with multiplication.
Ex. 2% > 2 soit deg(x?) > deg(z® ou i—: lexposant non-nul de la variable la plus grande est
positif. ???? 2 variables 2% if I is an ideal the polynomials have 2 variables.

I = (f1(3?7y), fQ(xa y)7 i fm(x7y))

D(f) = Monomial Dominantes the f(z,y)
f(l'a y) = C:L'ayb + ..-more small monomials
D(f) = "y’
If f(x,y) € I, Acons?? xy?f(x,y) € I. if %" € D(I) acors z2T¢y*T4 ¢ D(I)

Base De Grobner(minimale, reduite)

(91,92, 98) =1

(1) with each monomial in D([) is divisible by lun D(g;)
(2) D(g;) do not divide aucon terms of g; pour i # I

(A) for an order monomial gives this base is unique
(B) Effectivement calculable.

connection with stair case picture: Base vectorielle

Qlz,y]

f(ﬂ?, y) € Attention bi

B = {z%|z%s divisible by none of D(g;)}



B form a base(vectorielle) of %

1.1 L’exemple:

ou
hk Ty, T Z x® a'b - a |CL| Zaz
la|=Fk
hi=z1+z2+ ... + 2,
ho = a:% 4+ x129 + ... F 1Ty + [m% 4+ Xox3 + ... F T9Ty, + ...+ Tp_1Tn
= :Elhl(l‘l,...,l‘n) +h2(ZL‘2,...,CL‘n)
h3 = 1‘1h2(.%'1, ,xn) =+ hg(xg, ...,xn)

hk‘(ylu "‘7yl) = ylhk‘—l(yla ceey yl) + h’k(y27 ceey yl)

(h(y2, - u1) = ha(ys o u1) — yrhi (Y1, - vir)
On A Donc

hk(ﬂjk, ooy $n) el,
(Proof by recurrence)
D(hk(xk, ,.CL‘n) = xi

(hi(2),..c, hp(2)) = (h1 (21, ooy Tn), ha (T2, ooy X))y oeey B (X)

Prop: Les hi(zk,...,x,), 1 < k <n, formeut a Grobner basis of the ideal I,,.
Termes Dominants corresponding is

B = {a'a{t -z |0 < e; < i}

Forms a base %

#B =n!



n = 3 variables z,y, z
2 2
B = {1,%2,.’[‘3,%‘2133,1‘3,132%3}

Ha(Q)=14+q+q+ @+ +@=1-1+q9(1+q+q%

Ha(Q)=(1+)Q+q¢+¢)..0+q+...+¢H
Qlz] = I, @ 14

Propuit scavaire on Q[z] . d = dif ferential operator
< 322y + xy?, 223 + 2%y — ay? >= 3(%% + %%)(2563 + 2%y + xy2)|x:0,y:g

<% 2® >=alif a =b 0 otherwise

al = atlag! - - ay!

Propwery of (inverse system) I+ (complement orthogonal)D’ideaux I:

It = {g(2)|[f(dz)g(2)|2=0 = O]Terme constant for all f(z) € T

I+ = {g(2)|[f (d2)g(x) = Olptus jorr for all f(z) € I}

= {9(@)[f1(dx)g(x) = 0, faldz)g(x) = 0, .., fm(dz)g(x) = 0}
I'=(f1, f2;-s fm)

Dans L’exemple: g(z) € I;- ssi

(dzq +dxa+ ... + dxp)g(x) =0
Kook

(d%x1 + d%x0 + ... + dPx)g(z) = 0
KoKk
e (™ +dMxo + .+ dM ) g(x) =0

Traditional
Vg(z) =0, g(z) ext harmonic V = (d?z1 + d*x3 + ... + d*x,,)g(x) Laplacian

g(x) € I, f(z) € I, da® = da (" das?....dxom x0f(x) € 1
[A] f(dz)g(z) = cx® + ...

0=dzf(dx)g(x)|g=0 = cal = c=0



(hl,hQ,...,hm) = (kl,kg, ,km) ou ki = x’f + ... + wﬁ

he = cak{'kg* - - kg
ki = deh{*h3? - hor

* ok % ok ok
k
t
Zhltl — 621@1’%?
I>1
%k Kk k

dim(Ir) = n!

Hii(q)=1+(n—1)g+ ... +43)
I+9)(1+g+¢") - (L+g+...4+¢"")

2! observation si g(z) € I;- Alors da®g(x) € I;-

f(dz)g(z) =0Vf €1

fldz)dz®g(x) = da®[f(dx)g(x)]=0 = 0

DETERMINANT DE VANDERMONDE

Proposition 1 A, (z) € I;-
Proposition 2 I} = {g(dz)/\,(2)|g(z) € Q[x]}
Proposition 3 a Basis of I- is donnee by {dz,|e = (e1,...,e,),0 < e; < i}

Preuve Que
{dz® Ay (x)}e lineairement independant
(avec prop 1 = dim(I;5) > n!)
another order on the monomials x,,, > x;m—1 > ... > 29 > 21
Will have the term perminant ofA, (x) est.

6=(0,1,..;n—1) Ap(z)=am g™ 2. gy 4.
e=(e1,€2,...,em)
da€ = ctex® ™ + ...
propl = prop2 = prop3

all decoule de prop 1 +dim(I;-) < n!



2 Espace Coinvariant De 5,

I
F(zx)Vo € S,

On veut voir que

il suffit de verifier que

ssi

Pour tout f(z) symetrique.

0 F(d2) An() = signe(o) f(dz) Lna)
deg(f(dz)An(x)) < deg(An(z))
Ap(x) est le (non nul) plus petit polynomial antisymetrique
o Ap(x) = signe(o) - Ap(z)
Ap(x) = det(x] ™ )1<ij<n = det(M)

1 ..ax"TL
n—1 n=P
M= Tn-1 ~aXplp 1
n—1 n=P
xy .ax| 2]

si g(z1, 22, ..., Ty) est antisymmetrique, alors g(x) se divise par A, (x)(saus reste)

Proof.
o-g(x) = signe(o)g(z)

(i, 7)9(x) = —g(z)
g(.’El, ceeey Ly ey Tgy ....,xn)zu_)j =0

(x; — x;) divise g(x) Vi # j
On a vu que

dim({f(dz)An ()| f(2) € Q[z]}) = n!

Plisque la famile
dz® /Ay, ()

Qlzl 1 Ideal Engendre’ par les polynomes invariants(saus terme constant) f(0) = 0, f(o(x))



e:=(e1,..,en) EN"0<¢e; <1

Est linearement ind(linear independant).

Q[z]

n! < dim(I;r) = dim( 7

n

)

Proposition 4 dzm(%:}) =n!
Proof. (Geometrie Algebrique 101.) (Cas Sy,)

Fait # 1:

(espace vectoriel) I Homogene

GR(I) = (m(f(x))|f(z) € I)
m(f(x)) := Composant Homogene De Degue maximal de f(x)
m(z® 4+ zy +9° — 20 + 3) = 2% + 2y + o°

Base de Grobner avec un ordre backwards € symbol z% > x°Sideg(x?) > deg(x®)

= D(f(2)) = D(m(f(x)))

Donc
(915 -5 9K)
ssi
m(g1), ..., m(gk))

Base de grobner de GR(!)

Fait # 2

Soit ¢ = (c1,...,¢n) € Q™ Regulier Ji.e:|{oclo € S,}| = n! this can be generalized to any group G
and we have |G| rather then n!.

I. = {f(z) € Q[z]|f(o ¢) = 0 pour tout sigma € Sy,
dzm(Ql[x]

[

) =#{c-clo €S,} =nl!
Q]
I
f(@) =1 g(x) si f(z) —g(x) € L
flo-) = g(o-0

pour tout o € S,
Une Base (vectorielle) de %f] peut donc etre la suivaite: il existe un polynome a.(x)

ac(o-¢)=1sio=1d sinon



Qo) = ozc(a_lm)
Ape(T-0)=1si T=0 0 sinon
ok K K %

{age(z)|o € Sy}

%k ok ok ok

fl@) =1 ) floc)ase(z)

UESTL

a(x) Polynome interpolateur (De Lagrange )

ac(z) =
dim(Q|x]/I,) = |[{oclo € S, }| = n!
{f (@) = f()|f(z) symetrique} C I,

{f(z)|f(x) symetrique et homogene} C GR(I.)

o Q]
dzm(GR(IC)) =nl!



k=1 - 4
_ Qla]
Ly = I
1
Hgp)(q) i—qr

Q2] = {f(x)|o - f(x) = f(x) Yo € Sn}

Q[m]dS": Partage(partition??) de d en

Q2] = P Qlzla

d>0

Q[z]q composante homogene de deore d

Qlz]°" = P Qx5

d>0
an Polynome symi homogene de degrue d

dz’m(Rg") =number of partages de d eu au plus n parts.

Consequences
open problem can we find a natural permutation o so that we have n! —see ameerahrahrahrah

(1) Tout polynome admet une unique decomposition

plw) =) a°fe(z)

{z°}. Base de L,

fe(z) € Q[a]*>

(2)
Qla] = Q[a]> ®q Ln = Q[a]™ ®q Iy

ESPACE DES INVARIANTS-Q[x]%"
L’EspPACE COINVARIANT — L,

plz) =Y dz"D B () fo ()

Autre base f,(r) € Q[z]% de I;-



(3)

Q[z] est un Q[z]%*- module libre
2 Hgp(q) = Hywsa (q) - Hr, ()

Cas S,

Si G un groupe fini de matrices n X n

ge G gz
= (g11x1 + 1222 + ... + g1nTn, §2121 + -...G20Tn; -oes Gn1T1 +

) %k ok ok ok

gp(z) = p(gz)

Action De G sur Q[z] = R
RE = {f(z)|gf(x) = f(z)Vg € G}- G invariants

Ig := (f(z)|f(x) € RY, £(0, ....,0) = 0)
Qlz]

Lg:=—
G Ic

Action de G preserve le degre des polynomes.

Theorem 1 (Chevaley, Sheppard-Todd, Borel...)

oo + GmnTn)

R= RC® Lg si et seulement si G est un group eugendre pac des reflections.

1

7

1—q%
Hi(q) =]
; 1-a

G| = dids - - dy,
1 = {f(dx)Ae(2)| f(2) € Q[a]}




3 Groupes fini Engendres Paz Des Reflexions

V esp. Vectoriel de dimension n = R™ plus Produit Scalaire. H hyperplane dim(H) = n — 1,

V3, ..., Base De H vy lv;, i > 2
Reflection Dans H :
Sy (v;) :=—v; sii =1, wv; sinon
Ha = {t]vL (y01-00 = 0}
veV, (a#0)

Reflection:

(1) Sy est orthogonale
< Sev, Sqw >=< v, w >

(2) det(S,) = —1
(3) siy:V — V orthoganal

(a) vH, = H’y(a)

(b) S’y(a) =708,0 771

G un sous-groupe fini de GL(V') Qui est eugendre par des reflections.
g€ G sa1y.sSat €G

g =38a19 8q20 ... 0 Sqt

p = 8p 0 S, est une totation d’un angle egal A’ 260 ou’ cos(8) = (a, b)
since G is finite there exist a k such that p* = Id , 2k0 = 27, § = 5

3.1 Exemples

(1) Dihedraux
(2) Group symetrique (71, ..., %n) = (To(1), -+ To(m))

Engendre paz les transpositions (i,7)(x1,.....,; i, ooy Ty ooy &) = (T1, ., Tj1, -

reflexion Dans

Sij = €5 — €5 € = (0, cesy 1, ceeey 0)
Exercise: verifier que c’est le bun groupe = S,

(3) Groupe Hyperoctahedral
On cousidere la ” ‘famille de vectors”’

a:{ei_ejvei+ej7_eiaei|1Siajgni#j}

H,, Engendre un groupe, 2"n! elements ~» permutations signees.



3.2 Fair generaux sur les groupes ”‘de reflexion”’

G sous-grooupe de GL(m, R) matrices m x m

(1) Polynomes G-invariants  P(gzx) = p(z)Vg € G
RY L’anneeau de polynome G — inv .

Theorem 2 (Hilbert Neother ...)
RG = R[flv f2a "'7fn}0u fl soni

Des Polynomes G — invariants Homogenes. f € R® ssi on peut ecrive. f de unique sous la
forme

b; pb; b;
f= . il 5

mais les f; ne sont pas unique cependant

dl = deg(fl)dn = deg(fWL)
di <dy <..<d,

est unique #G = dydsy - - - d,, # De reflections = (dy — 1) + (d2 — 1) + ... + (d,, — 1) Dans G.
pour S,
dy=1.dy=2,....dy=n

#G =n!
#reflections=04+1+2+ ...+ (n—1) = (Z)
Choix possibles pour les fi: (1)

e1(x1y .y Tp) =21+ ... + Ty

e2(x1, ..., p) = T1x2 + 123 + ... + Tp_1Ty

(2) hy =e1, hy =7 + >, xix;

3)

ki=at+ab+.. +2i 1<i<n
kl;k27"'akn

sont algebraic independent. get from ameerah
Pour B, di =2,dy =4,d3 =6,...,d, = 2n

#G = 2"n!



#reflections =1+ 3+ 5+ ...+ (2n — 1) = n?
" + " +n =n?
2 2 B

RPr = {f(a%,...,22)|f € R°"}
Ty, — —Ty

Chevaley-Sheppard-Todd-Bourbaki( 50-60 ) 1 G est un sous-groupe finie de GL(R™) engen-
dre par reflexious (aussi pour GL(C™) aves adaptations) Geometrique Engendre par des reflec-

tious ssi
"algebrique”’ RE = R[f1, ..., fn] pur certains fi homog
equivalent
- 1 NGy d
Hpa(q) = H m = Z dim(Rq )q
i=1 q d=0
R :3.;0 Rd

Gradue action de group respecte le degne
T; — a1x1 + asxo + ... + anTy

R® =P RY
d=0

Pas un groupe de reflexion

Hpo(q) = Zsjqj

Hznzl(l_%' )

ssi R est libre comme RC — module ssi

I ideal eugendre par f1, fo, ..., fn.

ssi

ssi



I% = R[6z*Ag(z)|a € N7

ou

(Sg(fL‘) = H (:L‘,Oé)

Sa une reflection dans G
produit scalaire
(x1a1 + z202 + ... + Tpay)
deg(Ag(z)) =(d1 — 1)+ (d2 — 1)+ ...+ (d, — 1)
reference: Richard kane ”‘reflection groups and invariant theory”’
Richard Humphreys reflection groups and Coxter groups.

4 Dimension and Hilbert Series

Pour certaines generalisations des espaces coinvariants
Le Groupe Du jour: S,

Qlz,y] © = x1,29, ..., 2y

Y=Y1,92,--Yn

Sy x Qz,y] — Qlz,y]
0L = Lg(4), OYi = Yo(i)

f(z,y) € Qz,y]

o f(z,y) = signe(o) - f(z,y)

Lolf(x,y)] == {g(dz,dy) f(z,y)|9(z,y) € Qlx,y]}

Eugendre par(spanned by)

dzdy’ f(z,y)
Azt das? ... dzm dyd ..dy® f(z1, .oy o3 Y1y e Yn)
sion a f(z), alons Lg[f(z)] C Q[x]

f(z,y) € Qz,y]

o f(z,y) = signe(o) - f(z,y)



(1) L{f(x,y)] est invariant our laction de S, si g(z,y) € Lq[f(z,y)] alons og(x,y) € Ly[f(x,y)]

(2) Lg[f(z,y)] est bihomogene et de dimension finie . Opinateur lineaure sur Q|z, y]

H(xayb) = 2% si |a| = k and |b| =1 0 sinon
kl

si f(z,y) est bihomogene.
(3) Serie de Hilbert Bigraduee

Hy(q,t) ==Y dim(my.1)q" '
kol

flay) = > faa®y

k,l |a\:k,|b|:l

Composante bihomogene de bidegne (k,[) de f(z,y)

Un sous-espace V' C Q[z,y] bihomogene ssi

[[vcv

kil

Pour tout k,l € N
si f(w,y) € V alors [[,.,(f(z,y)) € V forallk,l

flay) = > TI(f(@y) (dans Qz,y)

k+i<deg(f) k,l

Autrement dit
Qlz,y] = @ Riy ou Ry = [[(R)

k.l k.l

Q[z,y] est bigradue par le bidegore. R := Q[z,y]

4.1 Example

(1) Ap(z) == det(x?_j)lgijjgn M Harmoniques de S,, dimension n!, Serie de Hilbert []}_; 1

1—q
n lqu
dx(q) - H
k=1 l—gq
dx(q) € Nlq|

(B-Garcia-Tesler (2000) )
(2)

det(x;")1<i j<n

(a1 > as... > ap).—q > 0,a; € N



= Ay (z)L[AL(2)] M,
Aji=aj—(n—j)eN
n—1>n-2>..>1>0

()\1 Z )\2 2 Z An)Partage 2 0

Stanley 1979

let
a=(54,3),2=(3,33)=3n=3
djn = quul
HCk™
a=(k+n—-1,..,k+1k)
A=k":=(k,k,...k)
n+k
dgn (1) =
= (71)
n—+k
din(q) =
a0)) ( n )
q
Exersize

Montrer que

Z qlul —
uCk™
dim(Myni6n) = (n+k)(n+k—1)-- (k+1)

En General

dx(q)
= dim(Q[S) /.l C A]) < #{ulp C A}
H1 S AL e e S Ap

Sy /u fonction de Schur Gauches

S\ ju = > Zy

T:Tableaw semi—standart de forme A/u

zi,1 <1< o0



6 — —partial dirivitive

Remarque
Ay (x) = fa(x)An(x) pour fo(z) polynome symmetrique

fa(z) = 5o ()

on cherche g(x) 3
g(0x)An(z) =0

si g(x) est symmetric de degre assez graud

x=x-0x+ 1D

operateurs
z-(=): flx) = zf(x)
(3) u un paltage, u € N? Ferrers diagram. (4, ) € p abus de langage (A)

S:(k)2k<il<j

alurs(i,j) € p= (k,1) € p

(B)
wC N2*#pu < 0o
Exemples
Au(z,y) = det(z{y))1<i<p
(a,b) € p

AM(.T, y) = det(l Ty y[l xiyi)row i

Theorem 3 dim(Ls[A,(x,y)]) = n! (pas de preuve elementaire ou combinatoire.) Geometrique
algebrique(y, 101).



5 Theorie De La Representation(De S,)

V=_0P Vi
k>0

Espace Vectoriel dim(Vy;) < oo.
S, xV =V

Action Lineaire . Bigraduee’.

(1) 4 H%inear 4

(2) o(Via) © Vg~ Sy x Vigg — Vi

3) o(r(=)) = (o7)(-)

(4) Id(=) = Idy

Fait 1 Toute representation se deconpose (de facon unique)eu representations irreductibles.

Fait 2 Les Representations irreducible de .S, sont classifiees par les partage de n. Autoreuent dit.
Si W est irreductible alors W est isomorphe a exactement un V).

ALn (X partage de n) ou’ les V) sont cectains representants ”‘canoniques’™ des rep irred.

Fait 3 on sait tout dune representation quand on commait son caractere
Sn, X W — W ActionLinear

Xw :Sp — C

Xw(0) := Trace(o(—))

Fait 4
v =W ssi xy = xw
xvew = Xv + Vo

(1) & xw =21V XA
ou X\ ‘= XV,

n?/EN

n = PMPR2. Pk P, Premiers

5.1 Transforme de Frobenius

X : 5, —» C~ fonctionsymmetric

X1 + X9 ~ somme



Produit scalar ~ scalar product
X\ irreducible ~ Fonction de schur Sy

Reformule

F, = Z nY Sy
Aln

Definition Directe du frobenius de W.
1
Fy = ] 25: Trace(o(—))ha()
oc n

ou \(o) = le partage qui decrit la structure cyclique de o.

hi, =2 + 25 + ...

Fonction Symetrique Somme de puissance(infinite de variables) Remarque
Les hj, sont algebriquement independants
Les h) sont linearement independants

o est conjuge a T
c=¢"trp pe S,

ssi

Ao) = A7)
Trace(o(—)) = Trace(r(—))

Parce Que
Trace(P~YAP) = Trace(A)

Il y une facon naturelle dindeter les representatious irreductibles de .S,, de facon A ce Que

h
Aln H
Ou o, est ni importe quelle permutation telle que

¢

Noy) = p 7 structurecyclique™

Exemple: = 3221 On deut choisir
on, = (123)(45)(67)(8)
Z,=1"-11s213" . 11
Z, =3°-54* . 215% . 3|

Supposons connus les X (u) := X)(0,) C'est a dire la matrice carre .
Voir Daus un bon livre ou avec maple.



(1) {Sa}aLn formeut une base de fonct sym. homogenius de degre n.
(2) Orthonormale pour le produit scalair

< hy,hy >=2zysi A=p 0 sinon

< S\, Sy >=1si A= p, 0 sinon

ny =< Fw, Sy >

Frobenius Bigradue(Bigraded)

Fy(q,t) == E: qkﬂf%@J
k,1>0

Donc

FV(Q7t) = Z nk(Qat)S)\
Aln

ou ny(q,t) = NJq,t]

example:
(@ t) = gy = 1+ @+ 1) + (g + ).
Combinatoirue.
Exemples:
FC[x,y} = Z n)\(% t)S)\
Aln
C[z, y]polynomes eu les variables
TLlyeeey Ty
Yty Ym

nx(q,t) =? nu(q,t) =coefficient de Si1..1 dans Folay) (g,t).S11..1 est le frobenius de la represen-
tation triviale o P(x,y) = P(x,y)

Q[m,y] = @ @ ué,l

An k>0

ouU ,g\,l est une srme directe de copies de V).
1™ k4l
nm(g,t) = an,zq t
k.l

ou
n,lfl = dim({P(z,y)|(z,y) = P(z,y) tout o € S, et bihomogene de bideore(k,l)



Par exemple: n = 3 Bidegre : Dimension
(0,0):1,(1,0) : 1,(0,1) : 1,(1,1) : 2

we will write n for 11111...,, ones
mn(q,t) = Coefficient de S, dans Fy,,(q,t)

= Z mZ,lq’“tl
k>0
my, = dim({P(x,y)|(z,y) = signe(c)P(x,y), pur tout o P(x,y) Bihomogene de bideone (k,1)
L4[A,] = combinations lineaires des derivevs part de A, (z,y) Au(x,y) = det{l z;, y;} i €
{1,2,3}

= (zoy3 — x3y2) — (1y3 — T3y1) + (T1y2 — T2t1)

Fyr, = S3+4 (¢ +t)S21 + qtS1n1

Dimension = 6 Un souse-espace de dimension 1 en bidegre (1, 1) constitue de polynome alternes
(antisymetriques diaganaux)

= {dtlA,(z, y)}
Ay
dry — y2 — Y3
+dxe — Y3 — 1
+dxg — y1 — Y2
Theorem 4 (2001 Haiman)
Fu,(q,t) = Hu(Z; qit)

(polynome symetriques de macdonald 1987. Auire definition via la theorie des fonctions sym.

6 Un calcul Elementaire De

Fe(@) = Y ¢~ 3 Trace(o - (=)|r,)pa(0)

|
>0 "V ses,

R := C[x], R =d>0 Rd

Remarque 1:
1 p
] > fopaw) =D fu;“
T o€eSn uln H



Avec f, = fr sioc = ¢ lr¢ pour un ¢ € S, (A\(0) = (o)) . g—iest le nombre de 7 conjogue A o, si
MNo) = p. p=142% ndn S di =n d; =# cycles de long idans o

Z, = 1%1d12%d,! - - - nind,)

—Zp“ ZTrace —)|r,)q )

pln Z d>0

Base de Ry contitutee des X
tesque—a| = d
o _ a1 an — B
= To()%o(2) " Toln) = X

Trace(o(—)|r,) = #{z%c* = =}

di d "
Pu :pllpll"'p’rdz

= Z H 1 — )i i
plni=1 q v
6.1 Substitution Plethystique
Sy Fouction de schur associee au partage
“r Di 1
Sp=> H(7) )$
pulni=1

7‘Operation ”* sure les fonction symetrique, ” ‘evaluation”’ des.
Definient comme suit: Regles de calcul

prlr + Y] = prlz] + prly]
prlz - y] == prla] - prly]
prla - 2] = ¢"pilz]

prlaz] = apg[z]

q variable, a cte : Attention les calculus ne commutent pas avec I’evaluation.
si f et g sont fonction symetriques alors

(f9)lx] = flalglx]

(af +bg)lz] = af[x] + bg[z]



Penser Que py est 'operation qui consiste A’ elever A’ la puissause k les variables.

PRl + 2o 4 o an) = 2k + 2k 4k

Z:Z1—|—ZQ—|-...
z

1_q]=pk[2'(1+q+q2+---)]

=Y zid’]
i
=Y #q"
4.J

_ nlZ]
1—qgk

P

6.2 Calcul des fonctions symetriques(3 preuve combinatoire)
Py
S — Lu
=) 7,
pnln

Sy = det(Sy,+j—i)i Ligne,j colones
S339 = det(Sx,—j—i i Ligne j colones
S3 Sy S

Sy Sz Y4
So S1 S

Sz30 = 5555 + S3 4+ 5559951 — S459351 — S4S3 — 553

Theorem 5

<SSy >=(1si A=M 0 ou < py,py >=2Z,

Schure Gauches definient par < S/, Sy >=< S, S,.Sv >
Surprise

Non-Surprise S,5v = 351 |uj+|v]| C;\NS’)\
Surprise ¢, € N !l Coeff de littlewood-Richardson.

< SuSv, Sy >=cp,

A
Syvn= D ClvSv
vL[A[=[p]



6.3 Formules

Sxlz+yl = SulalSyulyl

nCA
Si[z] = (2" sid = (n) 0 sinon

Sy[z"] = det(A)
S)\l [:U] S/\H-l[x]

Sxo—1[x] Szl
A= ..

A1 > Ag...

Sa[z1 + 2 + ... + x5 =0 si k < #parts de A

A
Sa[x] =0 si — contient
H 12

S)\[(x1+a:2+...)+xk] = Z X7

T Tableau semi—standard de forme A\

6.4 Bases Duales

Ag := combinaisons lineaires de pn, uld

dim(Ag) = # partages de d.
{Sx}rLd base orthonormale
< PasPu >i= 0y

{Ux}rin et {Vi}uin sont des bases duales ssi
< Uy, V, >= 6y, (Delta de kronecker)
Prop: (Exersize diag. Lin)
UM aLn et{Vyi}uin sont Duales
ssi(*) (%) iff

y) = Ux[z]Valy]

Aln



Avec Uy[z] = pi[z]

Z

w
puisque Sy = Z Z—)‘
Aln “A
PA[TY] = PAlalpaly)<pa, 32 >=0x,
1 consequence

Sy = X Sl

ALn —4q

19:\[Z]
Cas Special X = (n)

6 2 3
53[1iq]
1 1 .. 1 1 1 1 1
“si ) A ) s
_ 1 I+ +q+¢*)  1-¢%  Q-—q)(1—4¢%
-0 P 6 LR
1
_ 1

S3 4 ...
(1-g1-)(1-¢)""
R = C[z], R = R ® Rg, isomorphism de representation

z . noo




7 new thing

Splx] == Z x®

|a|=k

=1+ T2+ ...+ Ty auUSSI N — OO

Z Sk[m]zk - H 1 —IZL“Z
k>0 i=1 !
= eap(log([] 1——)) = ean(}_log(5 _1;,;-2))
i=1 i i=1 !
= exp(z Z (:EZZ)] )
i=1j=1 J
= cap(3_ (> )
=17 =1

= ewp(i ﬁpj [2])
=17

ssi
< UN, Uy >= 5>\M

xy=(x1+x2+ ... )(11 +y2+....) = szyk
i,k

1
1 —zyrz

> Silzyl =]

k>0 ik

(Noyau De Cauchy)

oo Z‘j
= eap(d_ ~pjlzy]
=17

o0
Q= emp(z &
=17
'un operateur’

pjlzay] = 2 p;j[ay]

p; est I'operateur >
pj[{Bl + 20 + ] = .7}]1 =+ I‘JQ + ...+ 1'7]1



7.1 Involution w

w lineaire et multiplicatif, w(py) := (—=1)*"1pp.
Properties

(1) w?=1D

(2) w(Sy) = Sy (N is the transpose of the diagram of \).
Cas special:w(Sy,) = ST 10— fois

Exersice:Prover (2) en utilisant Jacobi-Trudi.

Qz +y] = Qz] - Qfy]

Q—z] = Q%x]

8 Polynomes De MacDonald

DePart n =4

mi111, M211, M22, M31, M4.
melx] = Some de monome zV tels que a est la liste obtenue en triant v de facon decroissante.

v ! vQ...
T =T Ty

v=1(0,4,2,1,5,0,0,3,2, ...)
o = 54321000...

Ordre croissant lex. Des Partages de 'n‘.
l N
L—q™ , :
<P Pu Zq it = (H (:l—t’\l))Z/\ SN\ = w0 st A 7é I
i=1

Algorithm D’orthogonalisation De Gram-Schmidt. Resultat: P,[z;q, ]
Specialisations:
q=t=0 P,[2;0,0] =5,
q =0 P,[z;0,t] Hall — Littlewood

q =t* + lim;— Jack
Clairement unde base

a(q,t) M a211(q,t) aiii(g,t)
ba2(q, 1) ba11(g, 1) bi111(q, 1)

P31 = m31 +

ax, by € Qlg, 1]

A= pssi AL 2 p1, A+ A2 > pr 4 po A+ Ao+ A3 > g+ po + opse



Theorem 1 1[I existe(explicite) un operateur lineaire sur l'espace des foncti sym pour lequel les
polynomes de macdonald sont des fonctions profres avec des valeurs profres distinctes.

Proposition 5 Le result dans la definition est le meme quelque soit l’extension lineaire de ’ordre
de la dominance choisit pour executer L’algorithm.

a/\(Qat)
P,=m, +
# . % bA(Qvt)

a’(q,t
PM:Z )\(q )p)\

Aln (g, t)

8.1 See Handout Chapter 9

H,u[z; 1, 1] = Z f)\S)\ —RSK correspondence (Sl)n = (Zl + 29 + )n
Aln

8.2 Approche Combinatoire(Pure)

Hylzq,t] = >

f:u—)Nqui"“(f)tmaj(f)zf

zy : fonc symetric monomial. Consequence
=Y Gulg, t)my

Aln

Grul(gt)eN(g.t]

Inv(f) = {(c,d)|f(c) > f(d) d dans la region}

inv(f) = #Ino(f) = Y ale)

c€Des(f)



8.3 Representations Bigraduees

FLd[Au]<q7 t) = HM[Za q, t]

D kau(1,1)8) = (51)"
Aln

= dim(Lq[A,)) = n!
= > Faula,1)S)

Aln

T Multiplicite Bigraduees de rep irreducibles.

M, = Ls[A,]

Ay = d@t(%‘y?)(a,b)eu 1<i<n

I = (f(2)|f sym and £(0) =0)
dim(M,) = n!

n

Fo (q,8) = TT(1 = ¢")Su[-——
(¢,1) kl;[l( )5l ]

Qlz] = Qlz] @ My

Isomorphisme De S,, — module

M,, Polynomes Harmoniques pour 5,, = Q2]

I, -

An(z,y) = [[(2i — ;)

>]

—

z2=z1+20+ ...

n

> k)@ t)sy = [T (1 —d)Shl

An =1 1—q

z

]



SN | (T
k=1

An 2 1—q

n o)

. 1 - P
limgo1—(1 —q)" 14 ... 4+ gkt L
=p!
] = Y Sl 18
T\ —4

~ 1

[T01— )51 - )3 O

k=1 T tableau standard de forme A

F#(Qa t) = Z k')\,u(Qa t)S)\
Alp

k)\#(%t) € N[Qvt]

=thm H,u[z§ q, t]

poo ) Ay, y) = Ay, @)

B(f) = (degs(f),degy(f)) kaula,t) € Ng.1]
f(x,y) Bihomogene
(5wa5yﬁAu est bihomogene

(1) Fulg,t) = Fye(t,q)
(2) <S8y, F,>=1
(3) i,u f(l',y) = f(éac,éy)AH(:r, y)

(1) |y M, — M, inversible

(2) si f(x,y) est Bihomogene de bioegene (k,1)
alors |, f(z,y) est de bidegre (n(u') — k,n(p) — 1)

(3) lu est un anti — isomorphisme de representation

< Su, Fu(g,t) >= ¢")¢nw)



Fiar, (g,t) = """ WwEy (7t
b f(x,y)Au(z,y) =0
=< f,A,>=0
feM;

(4) <8, F, >= g1 (w)

(5) Fu(0,1) = hy, := Su1Su2...8

Livre: Bruce Sagan.

9 Poynomes Harmoniques Diagonalix

T=T1y+yTn , Y =Yy, Yn
Sp X R— R, R:Q[:‘Cay]

0 Tj = Tg()
0 Yi = Yo(4)

Une Base Algebrique:
Pry(z,y) Zx y!

Est-ce que {py j(x,y)}r+j<n est une base algebrique , etalgebriquement independants? L’ideal
engendre par les py j(z,y),k+ # 0 . Est denote J,

Dn = J?i_ < f(x,y),g(x,y) >i= f(5x,5y)g(a:,y)x:o,y:0
=1

Proposition 6 Pour Tout Partage i den , on a Ay(x,y) € Dy. Et Donc M, C D,.

Faits:

(1) dim(Dy,) = (n+ 1)" !

(2) Si on Pose AD,, :={f(x, ) € Dylof(z,y) = signe(o) f(z,y)}
(A, € AD,,) Alors dz (AD,) = %(2")

(3) ( )HADn(l q ( )q analog

Hg (q,t Zq t dzm(TrkZD )
k,l

(Stanley)

Hap,(g,t) = ¢+ ¢ +qt* +° + gt



:qg(q3+£+%+%+g
a @ @ q
=+t P 1+ =
1 (49 +@P+ A +g+ P+ @+ )0 +a+ P+ P+ ¢ + )
(1+q+¢+4°) 1+q)1+q+¢*)

(4) ¢¥) Hp, (g, H=Mh+1?

Theorem(M.Haiman 2002):
Fp,(¢q,t) = V(S111..1)

Def:
V: AQ(q,t)]—»AQ(q’w lineaireVHM[z,q,t]::q"(ul)t"(“)Hu[z;q,t]
n = 3, H3 =
3 21 111
3 1 ¢#+q ¢
21 1 g+t qt
1nr 124+t
Hy = S5+ (¢ +1)S21 + ¢tSin
Vs = H 'AH;
@2 0 0
A:=1 0 qt O
0 0 ¢
now:
Cn(q, t) =< V(Sln), Sln >= HADn (q, t)
q,t — Catalan

Proposition 7 L’espace AD,, est le plus petite space qui contient A,(x) et qui ferme pour les
operateurs
n
Ep=)Y yif
i=1

Observation: Eyf(x,y) est diagonalement alternant si f(z,y) lest.



10 Operateurs

prj (0, 8y) = S0y dakoy]

n
= yiba,
=1

n
Fi =Y a0y
i=1

(B, prj (0, 6y)] = Eiprj — prjo By =
0y’ yl = (69" -y —y -6y ) f(y) = 65y - F(y) — yoy' f(y)

2y(yf(y) = oy(f(y) +y-5yf(y))
=26y f(y) + yoy’ f (y)
[0y -y,y -0yl = 1D
[0y, y] = 26y
[pr.5, E1] = Zézk(syl (Z y0xt) Zyl&v Zkéyl)
= Z[Mf@ga yiba})

Z[dypyz O5xk+l Z](Sy] 1(5(L‘k+l

)
Pk, Ealy = Eapr jEy + jpkyaj—1Ep
= Eabk,j + jEaPrvbj—1 + JEPrraj—1 + 3 — DPktatbj—2
10.1 Polynome Quasisymetriques

Myso(x,y, 2,t) = 2222 + 2232 + y2362 + zy3t?

Theorem 2




11 topics

12 qg-Inversion de Lagrange

f(2) =2+ f222 + f323 + ...
F(2) =24 g22% + g32° + ...

Lorsque

f(F(2)) = 2= [oq F(2)
F(f(2)) = 2= Fog1 f(2)

'T_j
—

N
~—

Une formule pour g en terme de e;.

Solution Generique.

e = erel

% sk skk

_ > e

c¢ Chemin de Dyck De hauteur k
kokoksk

V<ek)‘q:t:1 = Jk+1

(foq F)(2) = Y fu(F(2))*

¢ F)(2) = fiF(2)F(qz)..F(¢" '2)

k>1



12.1 Example:

C(z) =14 2C%(2)

202 —-C+1=0

_1—\/1—42'
-

C(z) =1+ 22+ 52% 41423 + ...
¥ 1 <2n>zn1
n+1\n

C(z) =14 20(2)C(qz)
C(z) =) Culg)z"

n>0

C(z)

now

n—1
Calg) =1sin=0 > ¢"Ci(q)Cn-1-k(q)
k=0

end example

F(z) = z(E o4 F)(2)

Proposition 8 La solution de F' = z(E oy I') est F'(z) = 3,50 q"9n(q)2" ou
z
gn(q) = Z qn(ﬂl)hu[f]fu[l —q
pnln q

Fonction sym A’ ecrique en terme des e;

h3za1 = hghshahq

z z z
h21[1_q] hz[l_q}hl[l_q]
he=>_

ALk
Pk
Dk 1 qk
z 1 P1 2 p2 P1
hzl[l—q]_Q[((l—q)) 1—q2]1—q



P1=¢€1

2
P2 = €1 — 262

el = Z(—l)’“—l(*)zﬁ

ALk Z\
<Dx

< e)nf;,c >= 5>\H

Posons

Alors

On cherche les gx(q) tels que

k

szkq(2)
]; E(Z)E(Z/q)...E(Z/qn—l)

=z




ou



