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چکیده

روابط آن یال های و هستند اشخاص آن رئوس که کرد مدل گراف یک صورت به می توان را اجتماعی شبکهٔ یک
می کنیم معرفی را اجتماعی۱ شبکه های در شایعات پخش مدل های از تا چند مقاله این در می دهند. نشان را دوستی

می کنیم. بیان را شایعات پخش سرعت به مربوط نتایج مهم ترین و

رَدکُن بِره پروتکل ۱
را رئوس تعداد همواره n نماد و داشت خواهیم سروکار همبند و ساده جهت، بدون گراف های با فقط مقاله، این در

می شود. تعریف زیر در که دارد ۲نام ردکن بره پروتکل می کنیم، بررسی که پروتکلی اولین می دهد. نشان

در می داند. را خبری v مانند گراف رئوس از یکی ابتدا در باشد. همبند و ساده جهت، بدون Gگرافی کنید فرض تعریف.
با و تصادفی صورت به را خود همسایه های از یکی می داند، را خبر که رأسی هر ،t = ۱,۲, . . . بعدی گام های از یک هر
پخش۳ زمان را می شوند باخبر رئوس همهٔ که زمانی اولین می کند. ارسال او برای را خبر و می کند، انتخاب یکنواخت توزیع

است. تصادفی متغیر یک که می دهیم، نشان ST(G, v) با را آن و می نامیم

علاوه، به کند. ارسال خاص همسایهٔ یک برای را خبر متوالی بار دو است ممکن رأس یک بالا، تعریف بنابر که کنید دقت
می کند. شروع t+ ۱ زمان از را آن کردن پخش شد، آگاه خبر از t زمان در درست رأسی اگر
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P۵ گراف :۱ شکل

بداند را خبر ۰ رأس ابتدا در و باشد ۰,۱, . . . , n − ۱ رئوس با مسیر گراف Pn کنید فرض مسیر). (گراف ۱ . ۱ مثال
همسایهٔ  تنها به را خبر ۰ رأس t = ۱ زمان در کنیم. محاسبه را پخش زمان امیدریاضی۴ می خواهیم ببینید). را ۱ (شکل
و دارد، سکه یک رأس این که کرد فرض می توان دارد. همسایه دو و دارد را خبر ۱ رأس حال می فرستد. ۱ رأس یعنی خود
بنابراین می فرستد. ۲ رأس برای را آن آمد خط اگر و می فرستد ۰ رأس برای را خبر آمد شیر اگر می اندازد: را آن گام هر در
داریم k = ۱,۲, . . . هر برای دهیم، نشان X۱ با بفرستد ۲ رأس برای را خبر رأس این تا می کشد طول که را زمانی اگر

P [X۱ = k] =

(۱
۲

)k

.

رأس اگر که داد نشان می توان استدلال همین با است. ۱
۲ پارامتر با هندسی توزیع با تصادفی متغیری X۱ دیگر، عبارت به

علاوه، به است. ۱
۲ پارامتر با هندسی توزیع با تصادفی X۲متغیری X۲بفرستد، زمان گذشت از رأس۳پس برای را ۲خبر

n−۱رأس که هنگامی که این به توجه با و استقرا، از استفاده و استدلال این تکرار با مستقلند. هم از X۲ X۱و متغیر دو
داریم آگاه شده اند، رئوس همهٔ شود آگاه

ST(Pn,۰) = ۱+X۱ +X۲ + · · ·+Xn−۲ ,

به و است ۲ متغیری چنین امیدریاضی چون هستند. ۱
۲ پارامتر با هندسی مستقل متغیرهای X۱, X۲, . . . , Xn−۲ که

بزرگ nهای برای بزرگ، اعداد قانون طبق دیگر، طرف از .E [ST(Pn,۰)] = ۲n−۳ ریاضی، امید بودن خطی خاطر
است. نزدیک ۲n− ۳ یعنی خود متوسط مقدار به بسیار ST(Pn,۰)

تمام به ۰ رأس گراف این در باشد: ۰,۱, . . . , n − ۱ رأس n با ستاره گراف Sn کنید فرض ستاره). (گراف ۲ . ۱ مثال
ریاضی امید می خواهیم و بداند، را رأس۰خبر ابتدا در کنید فرض ندارد. وجود دیگری یال هیچ و است، متصل دیگر رئوس
دارد همسایه یک ۰ رأس حال می رساند. دیگر رئوس از یکی به را خبر ۰ رأس اول گام در کنیم. محاسبه را پخش زمان
یک به را خبر ۰ رأس می کشد طول که گام هایی تعداد نمی دانند. را خبر که دارد همسایه n − ۲ و می داند، را خبر که
را خبر ۰ رأس همسایه های از تا k اگر کلی، طور به است. n−۲

n−۱ پارامتر با هندسی تصادفی متغیر یک برساند، بی خبر رأس
باخبر تازه ای رأس که می کشد طول که گام هایی تعداد آن گاه باشند، بی خبر تا n− k−۱ و (۰ ≤ k ≤ n−۲) بدانند
چنین ریاضی امید چون مستقلند. هم از تصادفی متغیرهای این علاوه، به است. n−k−۱

n−۱ پارامتر با هندسی متغیری شود،

expected value۴

۲



رأس...... ۵ با کامل گراف یک :۲ شکل

داریم است، n−۱
n−k−۱ متغیری

E [ST(Sn,۰)] =
n−۲∑
k=۰

n− ۱
n− k − ۱ = (n− ۱)

n−۱∑
k=۱

۱
k
∼ n lnn .

که است f(n)این ∼ g(n) از منظور ،f(n), g(n) تابع دو برای مقاله، ادامهٔ در و این جا در

lim
n→∞

f(n)

g(n)
= lim

n→∞

g(n)

f(n)
= ۱ .

است. نزدیک خود متوسط مقدار به بسیار ST(Sn,۰) بزرگ، nهای برای که می شود نتیجه بزرگ اعداد قانون از

این رفتار ۱۹۸۷ سال در ببینید). را ۲ (شکل باشند متصل هم به رئوس همهٔ آن در که است گرافی کامل، گراف یک
شد. ثابت زیر قضیهٔ و شد تحلیل کامل گراف یک در پروتکل

داریم صورت این در باشد. آن رئوس از یکی v و باشد رأسی n کامل گراف یک Kn کنید فرض .([۴۱]) ۳ . ۱ قضیهٔ
است. نزدیک خود متوسط مقدار ,ST(Knبه v)تصادفی متغیر بزرگ، برایnهای Eو [ST(Kn, v)] ∼ log۲ n+ lnn

می تواند زمان این که دیدیم کردیم. بیان پایه گراف سه روی را ردکن بره پروتکل پخش زمان عمومی. کران های ۱ . ۱
زمان حداکثر و حداقل که پرسید می توان nباشد. lnn مرتبهٔ از یا باشد، خطی باشد، لگاریتمی گراف رئوس تعداد برحسب
نباشد، مهم nبرایمان از مستقل ثابت ضرایب چنانچه که می کند بیان زیر قضیهٔ است؟ چقدر گرافnرأسی یک روی پخش
یال های تعداد برابر را رأس دو فاصلهٔ شده، داده گراف یک برای هستند. حدی گراف های کردیم بررسی که پایه ای گراف های
Gقطر رأسGرا دو بین ممکن فاصلهٔ بیشترین و می کنیم، تعریف می کند متصل هم به را رأس دو آن که مسیری کوتاه  ترین

می دهیم. نشان diam(G) با و می نامیم

داریم قطعاً آن، از v رأس هر و G رأسی n گراف هر برای الف) .([۲۰]) ۴ . ۱ قضیهٔ

max

{
log۲ n,

۱
۲ diam(G)

}
≤ ST(G, v) .

۳



داریم صورت این در باشد. آن از دلخواه رأسی v و رأسی n گرافی G کنید فرض ب)

P [ST(G, v) ≥ ۱۲n⌈log۲ n⌉] ≤
۱
n
.

.log۲ n ≤ ST(G, v)پس می شود، برابر دو حداکثر می دانند را خبر که رئوسی تعداد گام هر انجام با الف). قسمت اثبات
D لااقل صورت، این در می دهیم. نشان D با را فاصله این دارد. v از را فاصله بیشترین که باشد G از رأسی u کنید فرض
گراف، از y xو دلخواه رأس دو هر برای دیگر طرف از .D ≤ ST(G, v) نتیجه در است، uلازم به v از خبر انتقال برای گام
گراف در y بینxو فاصلهٔ نتیجه در دارد. Dوجود حداکثر طول به y به v از مسیری Dو حداکثر طول به v xبه از مسیری

.۱۲ diam(G) ≤ D ≤ ST(G, v) لذا، .diam(G) ≤ ۲D داریم قطر، تعریف به توجه با نیست. بیشتر ۲D از

داریم. زیر احتمالاتی گزارهٔ دو به نیاز بالا قضیهٔ (ب) قسمت اثبات برای

داریم صورت این در باشند. پیشامد ,A۱چند A۲, . . . , Am و طبیعی mعددی کنید فرض اجتماع۵). (کران ۵ . ۱ گزارهٔ

P [A۱ ∪ A۲ ∪ · · · ∪ Am] ≤ P [A۱] + P [A۲] + · · ·+ P [Am] .

داریم صورت این در باشد. مثبت عددی a و نامنفی تصادفی متغیر یک X کنید فرض مارکوف۶). (نامساوی ۶ . ۱ گزارهٔ

P [X ≥ a] ≤ E [X] /a .

می فهمد. را خبر u رأس که باشد زمانی Xu و باشد، گراف از دلخواه رأسی u کنید فرض ب). قسمت ۴ . ۱ قضیهٔ اثبات
از w رأس هر که کنید دقت .xk = u و x۰ = v و باشد، u به v از مسیر کوتاه ترین یک x۰, x۱, . . . , xk کنید فرض
این در x۲, x۳, x۴, x۵ رأس چهار با w مثلاً اگر که چرا دارند. قرار مسیر این در همسایه هایش از تا سه حداکثر گراف،
کرد، کم مسیر طول از و کرد جایگزین x۲, w, x۵ کوتاه تر مسیر با را x۲, x۳, x۴, x۵ قسمت می توان باشد، مجاور مسیر
را x۰, . . . , xk رئوس همسایه های همهٔ اگر که می گیریم نتیجه است. x۰, . . . , xk بودن کوتاه ترین با متناقض این که
است: ۳n حداکثر x۰, x۱, . . . , xk رئوس درجات مجموع پس آورده ایم، بار سه حداکثر را گراف رأس هر کنیم، فهرست

deg(x۰) + deg(x۱) + · · ·+ deg(xk) ≤ ۳n .

رأس برای را خبر می کشد طول که زمانی مدت فهمید، را خبر xi وقتی ،۰ ≤ i ≤ k − ۱ هر برای دیگر، طرف از
این ریاضی امید بیاورید). خاطر به را ۱ . ۱ (مثال است deg(xi)

−۱ پارامتر با هندسی تصادفی متغیر یک بفرستد، xi+۱

داریم ریاضی، امید بودن خطی دلیل به لذا است، deg(xi) تصادفی متغیر

E [Xu] ≤ deg(x۰) + deg(x۱) + · · ·+ deg(xk−۱) .

the union bound۵

Markov’s inequality۶

۴



و باشند، داشته وجود u به v از هم دیگری مسیرهای است ممکن چون داد، قرار تساوی نمی توان این جا در که کنید دقت
کردیم. تحلیل را شود منتقل خاص مسیر یک طریق از خبر می کشد طول که مدتی فقط ما

می دهد نتیجه مارکوف نامساوی می آید. دست به E [Xu] ≤ ۳n نامساوی بالا نامساوی های ترکیب از

P [Xu ≥ ۶n] ≤ ۱
۲ .

لااقل احتمال به گام، ۱۲n از پس بنابراین می داند. را خبر u رأس یک دوم لااقل احتمال به ،۶n زمان گذشت از پس
که این احتمال و کرد، تصور گامی ۶n بخش دو صورت به را گام ۱۲n این می توان زیرا می داند، را خبر u رأس سه چهارم

داریم: ترتیب، همین به است. یک چهارم حداکثر دوم، بخش در نه و شود مطلع u رأس اول بخش در نه

P [Xu ≥ (۲⌈log۲ n⌉)× ۶n] ≤
(۱
۲

)۲ log۲ n

= n−۲ .

داریم اجتماع کران کمک به

P [ST(G, v) ≥ ۱۲n⌈log۲ n⌉] = P

 ∪
w∈V (G)

Xw ≥ ۱۲n⌈log۲ n⌉


≤

∑
w∈V (G)

P [Xw ≥ ۱۲n⌈log۲ n⌉] ≤ n× n−۲ =
۱
n
.

τ از بعد که طوری به می گیریم τ مثل عددی کوچک ترین را پخش۷ تضمینی زمان ،G رأسی n گراف یک برای تعریف.
عدد این باشد. چه شروع کننده رأس که این از مستقل باشد، ۱− ۱

n
لااقل بدانند را خبر رئوس همهٔ که این احتمال گام،

ریاضی، زبان به می دهیم. نشان gst(G) با را است  G گراف پارامتر یک که

gst(G) := inf

{
τ : max

v∈V (G)
{P [ST(G, v) > τ ]} ≤ ۱

n

}
.

داریم G گراف هر برای که می کند بیان ۴ . ۱ قضیهٔ بنابراین

max

{
log۲ n,

۱
۲ diam(G)

}
≤ gst(G) ≤ ۱۲n⌈log۲ n⌉ .

شده اند. اثبات [۱۹] مقالهٔ در بهتری پایین و بالا کران های

اثبات در ولی است، پیشین قضیهٔ شبیه آن اثبات ایدهٔ می دهد. بهتری بالای کران گراف ها از بسیاری برای پسین قضیهٔ
می شود. استفاده چرنوف۸ قضیهٔ از آن

صورت، این در باشد. رئوسش درجهٔ بزرگ ترین ∆ و باشد گراف یک G کنید فرض .([۲۰]) ۷ . ۱ قضیهٔ

gst(G) ≤ ۶∆(diam(G) + log۲ n) .

guaranteed spread time۷

the Chernoff bound۸

۵



این کاربردهای و تاریخچه دربارهٔ کمی است خوب کار ادامهٔ از پیش کاربردها. و تاریخچه دربارهٔ کمی ۲ . ۱
.[۴۱] شد منتشر ۱۹۸۷ سال در کرد تحلیل ریاضی صورت به را پروتکل این که مقاله ای اولین بدانیم. پروتکل

را داده پایگاه یک .[۹] شد معرفی کامپیوتری علوم کنفرانس یک در پروتکل این مستقل، صورت به و سال همان در
از یکی کاربری که هنگامی وصلند۹. هم به شبکه یک طریق از که دارد وجود آن از همانند نسخهٔ چند که بگیرید نظر در
پروتکل های یا پروتکل این از می توان کار این برای شود. اعمال نسخه ها تمام در باید تغییر این می دهد، تغییر را نسخه ها

ببینید. را [۹] بیشتر جزئیات برای کرد. استفاده مشابه

بین آن انجام که بگیرید نظر در را پردازشی عملیات یک .[۲۰] شد مطرح پروتکل این از دیگری کاربرد بعد، سال سه
بین ارتباطی کانال های آن، یال های که می دهند تشکیل شبکه یک پردازنده ها این است۱۰. شده پخش پردازنده چند
این از می تواند بفرستد، دیگر پردازنده های همهٔ برای را اطلاعاتی بخواهد پردازنده ای اگر می دهند. نشان را پردازنده ها
را خودش همسایه های فقط است کافی پردازنده (هر است ساده (۱) دارد: خوبی سه پروتکل این کند. استفاده پروتکل
و نمی کند، تغییر الگوریتم شبکه، شدن بزرگ با (۲) باشد)، داشته شبکه ساختار مورد در اطلاعاتی نیست لازم و بشناسد

ببینید. را [۲۰] بیشتر جزئیات برای است. مقاوم حدی تا لینک ها و پردازنده ها خرابی مانند خطاها از برخی برابر در (۳)

است، شده استفاده نیز اجتماعی شبکه های در اخبار پخش مدل سازی برای پروتکل هایی چنین از اخیر سال ده طی
زیست شناسان شوند، علاقمند پروتکل این به کامپیوتردانان علوم که آن از پیش سال ها که است ذکر شایان ببینید. را [۱۳] مثلاً

ببینید. را [۱۵] مثلاً بودند؛ کرده تعریف انسانی شبکه های در بیماری ها۱۱ پخش مدل سازی برای مشابهی پروتکل های

گراف های در هستند. درست گراف ها کلیهٔ برای ۷ . ۱ و ۴ . ۱ قضایای خاص. گراف های برای کران هایی ۳ . ۱
می آوریم. را آن ها از برخی ادامه در که است شده اثبات پخش تضمینی زمان برای مختلفی پایینی و بالا کران های خاص

نشان Hd با را می شود تعریف زیر طریق به که d-بُعدی۱۲ ابرمکعب گراف باشد. طبیعی عدد یک d کنید فرض
یک در تنها اگر وصلند هم به آن رأس دو و هستند، ۱ و ۰ از d طول به رشته های همهٔ Hd رئوس مجموعه می دهیم:

است. d هم آن قطر و است، d آن رأس هر درجهٔ و دارد رأس n = ۲d گراف این باشند. داشته تفاوت هم با مؤلفه

،d هر برای که طوری به دارند وجود C ′ و C > ۰ ثابت اعداد .([۲۰]) ۸ . ۱ قضیهٔ

Cd ≤ gst(Hd) ≤ C ′d .

که این با است، لگاریتمی عملاً گراف این پخش زمان که می کند بیان بالا قضیهٔ بنابراین ،d = log۲ n که کنید دقت
نیست. زیاد خیلی یال هایش تعداد

a replicated database۹

a distributed computation۱۰

epidemics۱۱

the d-dimensional hypercube۱۲

۶



گراف رئوس مجموعهٔ همان آن حالت های۱۵ مجموعهٔ که است مارکوف۱۴ زنجیر یک واقع در ، تصادفی۱۳ متحرک یک
می رود مجاور رئوس از یکی به تصادفی صورت به گام هر در و می کند حرکت به شروع گراف از رأسی از متحرک این است.
در خبر پخش زمان بین جالبی ارتباطات [۱۸] مقالهٔ در است. شده انتخاب همسایه ها همهٔ بین از یکنواخت توزیع با که
نتایج از یکی زیر در است. شده اثبات ببیند را گراف آن رئوس همهٔ تصادفی متحرک یک می کشد طول که زمانی و گراف یک

می آوریم. را مقاله این

رئوسش درجات بیش ترین و کم ترین ترتیب به ∆ و δ و باشد یال m و رأس n با گرافی G کنید فرض .([۱۸]) ۹ . ۱ قضیهٔ
ببیند، را گراف رئوس کلیهٔ تصادفی متحرک یک تا می کشد طول که باشد زمانی ریاضی امید cov(G) کنید فرض باشند.
ast(G) کنید فرض علاوه، به شود. بیشینه ریاضی امید این که باشد شده انتخاب طوری آغازین رأس که این فرض با
ریاضی امید این که باشد شده انتخاب طوری آغازین رأس که این فرض با باشد، ردکن بره پروتکل پخش زمان امیدریاضی

که دارند وجود C ′ و C ثابت اعداد صورت، این در شود. بیشینه

C

√
n lnn

∆
≤ cov(G)

ast(G)
≤ C ′ m lnn

δ
.

بده بستان پروتکل ۲
می شود. تعریف زیر صورت به ۱۶ بده بستان پروتکل

می داند. را خبری v مانند گراف رئوس از یکی ابتدا در باشد. همبند و ساده جهت، بدون گرافی G کنید فرض تعریف.
تصادفی صورت به را خود همسایه های از یکی می داند، را خبر که رأسی هر ،t = ۱,۲, . . . بعدی گام های از یک هر در
صورت به را خود همسایه های از یکی نمی داند، را خبر که رأسی هر و می کند؛ ارسال او برای را خبر و می کند، انتخاب
نمی افتد). اتفاقی وگرنه می دهد اطلاع او به بداند را خبر همسایه (اگر می پرسد او از را خبر و می کند انتخاب تصادفی

است. تصادفی متغیر یک که می دهیم، نشان STpp(G, v) با را می شوند باخبر رئوس همهٔ که زمانی اولین

ببینیم. ساده مثال دو شد. تحلیل ریاضی صورت به [۳۶] در بار نخستین و شد معرفی [۹] مقالهٔ در پروتکل این

۱,۲, . . . , n − ۱ آن رئوس بقیهٔ و ۰ آن مرکزی رأس که باشد ستاره گراف Sn کنید فرض ستاره). (گراف ۱ . ۲ مثال
او از را خبر رئوس همهٔ گام اولین همان در بداند، را خبر مرکزی رأس ابتدا در اگر ببینید). را ۳ (شکل شده اند نام گذاری
گام در و می گوید، مرکزی رأس به را خبر اول گام در بداند، را خبر دیگری رأس ابتدا در اگر می شوند. باخبر و می پرسند
و STpp(Sn,۰) = ۱ داریم n − ۱ و ۱ بین i هر برای نتیجه در می پرسند. مرکزی رأس از را خبر رئوس سایر دوم

است. قطعی۱۷ متغیر یک ستاره گراف در بده بستان پروتکل برای پخش زمان پس .STpp(Sn, i) = ۲

random walk۱۳

Markov chain۱۴

state space۱۵

the push&pull protocol۱۶

deterministic۱۷

۷



......S۵ گراف :۳ شکل

بداند. را خبر ۰ رأس ابتدا در و باشد ۰,۱, . . . , n − ۱ رئوس با مسیر گراف Pn کنید فرض مسیر). (گراف ۲ . ۲ مثال
۱ رأس یعنی خود همسایهٔ  تنها به را خبر ۰ رأس نخست گام در کنیم. محاسبه را پخش زمان امیدریاضی می خواهیم
۱ رأس بعدی، گام های از یک هر در شود. باخبر ۲ رأس تا می کشد طول که باشد زمانی مدت X۲ کنیم فرض می فرستد.
یک هر در بنابراین می پرسد. ۱ رأس از را خبر یک دوم احتمال به ۲ رأس و می فرستد، ۲ رأس به یک دوم احتمال به را خبر
k = ۱,۲, . . . هر برای مستقلند، گام ها این چون است. یک چهارم نشود باخبر ۲ رأس که این احتمال گام ها، این از

داریم

P [X۱ = k] =
۳
۴

(۱
۴

)k−۱
.

رأس۲ که لحظه ای از اگر که داد نشان می توان استدلال همین با است. ۳
۴ پارامتر با هندسی متغیری X۲ دیگر، عبارت به

دو علاوه، به است. ۳
۴ پارامتر با هندسی متغیری X۳ بفهمد، را خبر ۳ رأس تا بکشد طول X۳ زمان مدت فهمید، را خبر

n − ۱ رأس که هنگامی که این به توجه با و استقرا، از استفاده و استدلال این تکرار با مستقلند. هم از X۳ و X۲ متغیر
داریم آگاه شده اند، رئوس همهٔ شود آگاه

STpp(Pn,۰) = ۱+X۲ +X۳ + · · ·+Xn−۲ + ۱ ,

رأسn−۲باخبر که زمانی هر که کنید (دقت هستند. ۳
۴ پارامتر با هندسی مستقل ,X۲متغیرهای X۳, . . . , Xn−۲ که

خاطر به و است ۴
۳ متغیری چنین امیدریاضی چون می شود.) باخبر و می پرسد او از را خبر بعدی گام رأسn−۱در شود،

بزرگ nهای برای بزرگ، اعداد قانون طبق دیگر، طرف از .E [STpp(Pn,۰)] = ۴
۳n − ۲ ریاضی، امید بودن خطی

است. نزدیک خود متوسط مقدار به بسیار STpp(Pn,۰)

ثابت زیر قضیهٔ و شد تحلیل کامل گراف یک در پروتکل این رفتار ۲۰۰۰ سال در است. کامل گراف دیگر مهم گراف یک
شد.

داریم صورت این در باشد. آن رئوس از یکی v و باشد رأسی n کامل گراف یک Kn کنید فرض .([۳۶]) ۳ . ۲ قضیهٔ
است. نزدیک خود متوسط مقدار به STpp(Kn, v) تصادفی متغیر بزرگ، nهای برای و E [STpp(Kn, v)] ∼ log۳ n

۸



گرافnرأسی، یک پخش زمان امیدریاضی ، ردکن بره پروتکل در که دیدیم ۲ . ۱ مثال در عمومی. کران های ۱ . ۲
نشان نیست، پیچیده چندان استقرا کمک به آن اثبات که زیر، قضیهٔ باشد. n lnn مرتبهٔ از می تواند ستاره، گراف مثلاً

نمی دهد. رخ بده بستان پروتکل مورد در وضعیتی چنین که می دهد

داریم آن، از v رأس هر و G مثل رأسی n همبند گراف هر برای .([۱]) ۴ . ۲ قضیهٔ

E [STpp(G, v)] < ۵n .

می شود. واگذار خواننده به و است ساده اثباتش که داریم زیر احتمالاتی گزارهٔ به نیاز قضیه این اثبات برای

داریم: صورت این در باشد. نامنفی تصادفی متغیر یک X کنید فرض .۵ . ۲ گزارهٔ

E [X] =

∫ ∞

۰
P [X > t] dt .

داریم: را زیر ساده تر فرمول باشد، طبیعی عددی همواره X مقدار اگر

E [X] =
∞∑
t=۰

P [X > t] .

که رأسی هر می کنیم فرض یعنی می کنیم، استفاده رئوس پرسیدن» «خبر عمل از فقط اثبات این در .۴ . ۲ قضیهٔ اثبات
ولی می دهد)، اطلاع او به بداند را خبر همسایه اگر (و می پرسد خود تصادفی همسایهٔ یک از را خبر گام هر در ندارد خبر
می کنیم، ثابت پخش زمان برای بالا کران یک داریم چون که کنید دقت نمی دهند. انجام کاری می دانند را خبر که رئوسی

بکنیم. را فرض این می توانیم

در کنید فرض و بگیرید نظر در پروتکل اجرای طول در را لحظه یک .α =
√
e/(

√
e− ۱) ≈ ۲٫۵۴ دهید قرار

می داند را خبر که دارند همسایه ای ولی نمی دانند را خبر که هستند رأس b و نمی دانند، را خبر که هستند رأس m مجموع
باخبر رئوس همهٔ تا می کشد طول که زمانی امیدریاضی می کنیم ادعا صورت این در می نامیم). مرزی رئوس را رئوس (این

می گیریم نتیجه باشد، درست ادعا این اگر است. (۲+ α)m− ۲b حداکثر بشوند

E [STpp(G, v)] < (۲+ α)n < ۵n .

R و باشد، مرزی رئوس مجموعهٔ B باشد، باخبر رئوس مجموعهٔ I کنید فرض می کنیم. ثابت را بالا ادعای ادامه در
و باشد G گراف در v رأس درجهٔ d(v) کنید فرض .m = |B| + |R| و b = |B| دهید قرار باشد. رئوس بقیهٔ مجموعهٔ

دهید. نشان dS(v) با را S در v همسایه های تعداد رئوس، از S مجموعهٔ برای

یک از بعدی گام در را خبر باقی مانده رأس تنها باشد، m = ۱ وقتی می کنیم. ثابت m روی استقرا با را مذکور ادعای
چون شوند. باخبر رئوس همهٔ تا می کشد طول گام یک دقیقاً پس می پرسد باخبر همسایهٔ

۱ < (۲+ α)× ۱− ۲× ۱

۹



می شود. ثابت استقرا پایهٔ پس

است ممکن وضعیت دو لحظه این در بگیرید. نظر در را پروتکل اجرای از لحظه یک و ۱ < m کنید فرض حال
در ببینید). را ۴(چپ) (شکل dR(v) ≥ dB(v) که دارد وجود v مثل مرزی رأسی اول، وضعیت در باشد. داشته وجود
نادیده را می دهند انجام v از غیر به رئوسی که تماس هایی همهٔ یعنی بفهمد، را خبر v تا می کنیم صبر انقدر حالت، این
طول که زمانی مدت می دهیم. بالا کران یک پخش زمان برای داریم زیرا کرد را فرض این می توان است بدیهی می گیریم.
و است dI(v)

d(v)
پارامتر با هندسی تصادفی متغیر یک بپرسد را خبر و بگیرد تماس باخبر همسایهٔ یک با بالاخره v تا می کشد

داریم . d(v)
dI(v)

با برابرست آن میانگین

d(v)

dI(v)
=

dI(v) + dR(v) + dB(v)

dI(v)
≤ ۱+

۲dR(v)
dI(v)

≤ ۲dR(v) + ۱.

فهمید، را خبر v وقتی است. ۲dR(v) + ۱ حداکثر بفهمد را خبر v تا می کشد طول متوسط طور به که زمانی مدت پس
درمی یابیم استقرا فرض از استفاده با می شود. زیاد مرزیdR(v)−۱تا رئوس تعداد و می شود، کم یکی بی خبر رئوس تعداد

با برابرست حداکثر بشوند باخبر رئوس همهٔ تا می کشد طول که زمانی امیدریاضی حالت این در که

۲dR(v) + ۱+ (α+ ۲)(m− ۱)− ۲(b+ dR(v)− ۱) < (α + ۲)m− ۲b ,

می شود. ثابت استقرا حکم و

این همهٔ برای بنابراین ببینید). را ۴(راست) (شکل dR(v) < dB(v) داریم v مرزی رئوس همهٔ برای دوم، وضعیت در
داریم رئوس

dI(v)

d(v)
=

dI(v)

dI(v) + dR(v) + dB(v)
≥ ۱

۱+ dR(v) + dB(v)
≥ ۱

۲dB(v)
≥ ۱

۲b. (۱)

صورت، این در می دهیم. نشان X با را بشود باخبر جدیدی رأس تا می کشد طول که زمانی

X = min{X۱, X۲, . . . , Xb} ,

هندسی تصادفی متغیرهای Xiها که کنید دقت بشود. باخبر iاُم مرزی رأس تا می کشد طول که است زمانی Xi آن در که
زیرا مستقلند هم از متغیرها این علاوه به است. ۱/۲b لااقل آن ها از یک هر پارامتر ،(۱) نامساوی به توجه با و هستند،

می آوریم دست به ،۵ . ۲ گزارهٔ از استفاده با می کنند. عمل هم از مستقل رئوس

E [X] =
∞∑
t=۰

P [X > t] =
∞∑
t=۰

b∏
i=۱

P [Xi > t] ≤
∞∑
t=۰

(
۱− ۱

۲b

)tb

≤
∞∑
t=۰

(
e−۱/۲b)tb = ∞∑

t=۰
e−t/۲ = α .

متوسط طور به از بعد بنابراین است. درست xحقیقی هر برای که کردیم x+۱استفاده ≤ ex نامساوی از بالا محاسبهٔ در
کم یا مرزی رئوس تعداد و می شود، کم یکی بی خبر رئوس تعداد افتاد، اتفاق این وقتی می فهمد. را خبر مرزی رأسی αگام،

۱۰
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راست: .۳ = dR(v) ≥ dB(v) = ۲ که دارد وجود v مرزی رأس :۴ . ۲ قضیهٔ اثبات در اول وضعیت چپ: :۴ شکل
سفیدند. بی خبر رئوس و سیاه باخبر رئوس شکل، در .dR(v) < dB(v) داریم مرزی رئوس همهٔ برای دوم: وضعیت

می کشد طول که زمانی امیدریاضی استقرا، فرض از استفاده با حالت این در بنابراین می شود. کم یکی دقیقاً یا نمی شود
با برابرست حداکثر بشوند باخبر رئوس همهٔ تا

α + (α + ۲)(m− ۱)− ۲(b− ۱) = (α + ۲)m− ۲b,

می شود. ثابت استقرا حکم و

می کنیم: تعریف زیر صورت به و می دهیم نشان astpp(G) با را  G گراف پخش۱۸ متوسط زمان تعریف.

astpp(G) := max{E [STpp(G, v)] : v ∈ V (G)} .

است. خطی حداکثر astpp(G) که می کند بیان ۴ . ۲ قضیهٔ بنابراین

می دهیم. gstpp(G)نشان با را پارامتر این کرد؛ تعریف نیز پروتکل این برای قبل مشابه می توان را پخش تضمینی زمان
ستاره دو مرکز (راهنمایی: باشد. Ω(n lnn) مرتبهٔ از لااقل آن پخش تضمینی زمان که بسازید را گرافی تمرین، عنوان به

کنید.) وصل هم به را

داریم G گراف هر برای .([۱]) ۶ . ۲ قضیهٔ

gstpp(G) ≤ e⌈lnn⌉ × astpp(G) .

می دهیم نشان ابتدا باشد. دلخواه رأسی v و طبیعی، عددی k حقیقی، عددی t کنید فرض اثبات.

P [STpp(G, v) > kt] ≤ P [STpp(G, v) > t]k . (۲)

می کند عمل بده بستان مشابه که بگیرید نظر در را الگوریتمی کنید. تقسیم tطول به مساوی kبازهٔ به را [۰, kt]زمانی بازهٔ
کند، باخبر را رئوس زمان این در نتوانست اگر و کند، باخبر را رئوس همهٔ تا دارد فرصت tزمان اندازهٔ به فقط که تفاوت این با

average spread time۱۸

۱۱



رئوس که نشود موفق هرگز که این احتمال کنیم، اجرا را الگوریتم این بار k اگر که کنید دقت می کنیم. شروع اول از دوباره
احتمال بدهیم، فرصت kt اندازهٔ به بده بستان پروتکل به اگر حال، عین در است. P [STpp(G, v) > t]k کند باخبر را

است. درست (۲) نتیجه در است، بیشتر الگوریتم این انجام بار k از آن موفقیت

داریم مارکوف نامساوی از دیگر، طرف از

P [STpp(G, v) > eE [STpp(G, v)]] < ۱/e

می آوریم: دست به (۲) و نامساوی این ترکیب از

P [STpp(G, v) > e⌈lnn⌉ × E [STpp(G, v)]] < ۱/n .

می شود. ثابت قضیه است، درست v ابتدایی رأس هر برای نامساوی این چون

داریم G گراف هر برای دهید نشان ،۵ . ۲ گزارهٔ و (۲) نامساوی از استفاده با و تمرین عنوان به

(۱− ۱/n) astpp(G) ≤ gstpp(G) .

مختلف بخش های بین سریع تر خبر باشد، بیشتر گراف یک مختلف بخش های بین ارتباطات چقدر هر می گوید ما شهود
دو این بین ولی باشند داشته زیادی ارتباطات خود درون یک هر که باشند گراف بخش دو مثلاً اگر برعکس، می شود. پخش
شود. منتقل دیگر بخش به بخش یک از خبر تا می کشد طول بیشتری مدت باشد، داشته وجود کمی یال های تعداد بخش

شده اند. اثبات زیر قضیهٔ دو گراف، مختلف پارامتر دو کمک به شهود این کردن دقیق با

تعداد و ،vol(S) =
∑
v∈S

deg(v) می کنیم تعریف ،G گراف رئوس از S مجموعهٔ یک برای گراف۱۹). (رسانایی تعریف

صورت به را  Gگراف رسانایی می دهیم. نشان ∂(S) با Vاست \S در دیگرشان سر و S است در سرشان یک که را یال هایی
می کنیم: تعریف زیر

ϕ(G) := min

{
∂(S)

vol(S)
: S ⊆ V, vol(S) ≤ vol(V )/۲

}
.

برابر و است، ۱ و ۰ بین عددی همیشه گراف رسانایی است. G یال های تعداد برابر دو دقیقاً vol(V ) که کنید دقت
بیشتر گراف یک مختلف بخش های بین ارتباطات چه هر شهودی، صورت به باشد. ناهمبند گراف اگر تنها و اگر است ۰
بیان را بده بستان پروتکل پخش سرعت و پارامتر این بین جالبی ارتباط که زیر قضیهٔ است. بیشتر هم آن رسانایی باشد،

رسید. اثبات به ۲۰۱۱ سال در می کند

.gstpp(G) ≤ C(lnn)/ϕ(G) داریم G رأسی n گراف هر برای که دارد وجود C ثابت عدد .([۲۶]) ۷ . ۲ قضیهٔ
graph conductance۱۹
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[۷] مقالهٔ در دارد)؛ بهبود امکان C ثابت که این جز (به نیست شدن بهتر قابل کران این که شده ثابت همچنین
است. Ω((lnn)/ϕ(G)) مرتبهٔ از لااقل آن ها پخش تضمینی زمان که شده اند ساخته گراف هایی

S در همسایه ای که V \ S از رئوسی مجموعه ،G گراف رئوس از  S مجموعهٔ برای رأسی۲۰). برابرمحیطی (عدد تعریف
می کنیم: تعریف زیر صورت به را G گراف رأسی محیطی برابر عدد می دهیم. نشان N(S) با را دارند

α(G) := min

{
|N(S)|
|S|

: S ⊆ V, |S| ≤ |V |/۲
}

.

قضیهٔ باشد. ناهمبند گراف اگر تنها و اگر ۰است برابر و ۱است، بین۰و عددی همیشه هم پارامتر این که کنید دقت
رسید. اثبات به ۲۰۱۴ سال در می کند بیان را بده بستان پروتکل پخش سرعت و پارامتر این بین جالبی ارتباط که زیر

داریم ∆ درجهٔ بزرگ ترین با رأسی n گرافی  G هر برای که دارد وجود C ثابت .([۲۷]) ۸ . ۲ قضیهٔ

gstpp(G) ≤ C(ln∆)(lnn)/α(G) .

[۲۸] مقالهٔ در دارد)؛ بهبود امکان C ثابت که این جز (به نیست شدن بهتر قابل کران این که شده ثابت همچنین
است. Ω(ln∆× (lnn)/α(G)) مرتبهٔ از لااقل آن ها پخش تضمینی زمان که شده اند ساخته گراف هایی

صورت به و دارد نام گراف یالی۲۱ برابرمحیطی عدد می دهد، نشان را گراف یک همبستگی میزان که دیگری مهم پارامتر
می شود: تعریف زیر

ι(G) := min

{
∂(S)

|S|
: S ⊆ V, |S| ≤ |V |/۲

}
.

از رأسی اش برابرمحیطی عدد یا باشد، بیشتر ثابتی عدد از رسانایی اش گرافی اگر که می کنند بیان ۸ . ۲ و ۷ . ۲ قضیه های
دربارهٔ گزاره این است. lnn برحسب چندجمله ای یک حداکثر پخش اش تضمینی زمان آن گاه باشد، بیشتر ثابتی عدد
یالی شان برابرمحیطی عدد که است شده معرفی گراف ها از خانواده ای [۸] مقالهٔ در نیست: درست یالی برابرمحیطی عدد

است. Ω(n) مرتبهٔ از لااقل پخش شان تضمینی زمان ولی است بیشتر ثابتی عدد از

ناهمزمان بده بستان پروتکل ۳
فرایند یک با متناظر آن زدن زنگ لحظات که است زنگ دار ساعتی ،λ پارامتر با پواسون۲۲ ساعت یک از منظور تعریف.
که می زند، زنگ ۰ ≤ X۱ ≤ X۲ ≤ X۳ ≤ · · · لحظات در ساعت این دیگر، عبارت به است. λ پارامتر با پواسون

هستند. λ نرخ با نمایی مستقل متغیرهای X۱, X۲ −X۱, X۳ −X۲, . . .

(یا نرخ با می نامیم) نمایی متغیر یک را آن سادگی برای (که نمایی توزیع با تصادفی متغیر یک که می کنیم یادآوری
ریاضی امید .P [X > t] = e−λt داریم t ≥ ۰ هر برای که طوری به است X مثل نامنفی و پیوسته متغیری λ پارامتر)

vertex isoperimetric number۲۰

edge isoperimetric number۲۱

Poisson clock۲۲
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از زیر خاصیت دو می کنیم. استفاده آن ها از بخش این در که دارند جالبی خواص نمایی متغیرهای است. λ−۱ برابر X
می آید: دست به آن ها توزیع تابع تعریف

عبارت به .P [X > s|X > t] = P [X > s− t] داریم s > t هر برای باشد. نمایی متغیری X کنید فرض .۱
دهیم. توضیح نمایی متغیر بودن بی حافظه مفهوم دربارهٔ کمی است خوب است. حافظه بدون نمایی متغیر دیگر،
آب در را خود قلاب ۴ ساعت و دارد زیادی ماهی های می دانید که رفته اید برکه ای به ماهی گیری به کنید فرض
طول چقدر بعد، به لحظه این از نگرفته اید. ماهی ای هیچ لحظه این تا و شده ۴:۳۰ ساعت کنید فرض انداخته اید.
ماهی زودی به کنید فکر می شود باعث نگرفته اید ماهی لحظه این تا که موضوع این آیا بگیرید؟ ماهی تا می کشد
اینست از مستقل بگیریم را اول ماهی تا می کشد طول لحظه همین از که مدتی که می دانیم شهوداً گرفت؟ خواهید
که زمانی برای مناسبی ریاضی مدل می تواند وضعیتی چنین در نمایی متغیر یک کرده ایم. صبر چقدر الان تا که
آن گاه ،X > t بدانیم اگر و است حافظه بدون هم متغیر این که چرا باشد، بگیرید را ماهی اولین تا می کشد طول
t لحظهٔ که انگار و می کند» «فراموش را گذشته متغیر این یعنی است، X اولیهٔ توزیع خود مثل دقیقاً X − t توزیع

است. آغاز لحظهٔ همان مثل درست

متغیر تنها هم هندسی متغیر و است، حافظه بدون پیوستهٔ تصادفی متغیر تنها نمایی متغیر که داد نشان می توان
یکدیگرند. مشابه نظر این از متغیرها از خانواده دو این بنابراین است. حافظه بدون گسستهٔ

نرخش که است نمایی متغیری ,min{Xهم Y صورت{ این در باشند. مستقل نمایی Y متغیرهای Xو کنید فرض .۲
است. Y و X نرخ مجموع

می شود. تعریف زیر صورت به ناهمزمان۲۳ بده بستان پروتکل

و دارد، قرار ۱ پارامتر با پواسون ساعت یک  G رأس هر در باشد. همبند و ساده جهت، بدون گرافی G کنید فرض تعریف.
زنگ  uمانند رأس یک ساعت که بار هر می داند. را خبری v مانند گراف رئوس از یکی ابتدا در مستقلند. هم از ساعت ها این
برای را آن بداند را خبر u اگر می گیرد: تماس او با و می کند انتخاب تصادف به را w مثل خود همسایه های از یکی می زند،
نمی افتد). اتفاقی وگرنه می شود باخبر هم u بداند را خبر w (اگر می پرسد w از را خبر نداند را خبر u اگر و می فرستد w

است. تصادفی متغیر یک که می دهیم، نشان STapp(G, v) با را می شوند باخبر رئوس همهٔ که زمانی اولین

احتمالاتی مسئلهٔ و پروتکل این در پخش زمان بین که دید می توان راحتی به شد. معرفی [۵] مقالهٔ در پروتکل این
خصوص به و دارد وجود جالبی ارتباطات باشند مستقل نمایی متغیرهای یال ها وزن وقتی first-passage-percolation
[۳۴] مثلاً است، شده بررسی احتمال دان ها توسط بیشتر دوم مسئلهٔ هستند. یکی مسئله دو این منظم، گراف های برای

ببینید. را

بود. خواهد کارگشا زیر تعریف پروتکل این تحلیل برای
the asynchronous push&pull protocol۲۳

۱۴



می کنیم. تعریف زیر صورت به و می دهیم نشان T (e) با را e یال تأخیر باشد. گراف در یالی e = uv کنید فرض تعریف.
دیگری با v و u از یکی که باشد τ از بعد زمانی اولین ρ و می شود، باخبر v و u از یکی که باشد زمانی اولین τ کنیم فرض
از پس که کنید توجه است. نامنفی تصادفی متغیر یک که ،T (e) = ρ− τ می دهیم قرار صورت این در می گیرد. تماس

می دانند. را خبر v و u دوی هر ρ زمان

۱/ deg(u)+نرخ با نمایی توزیع با تصادفی Tمتغیری (e)صورت این در باشد. گراف در eیالی = uv کنید فرض .۱ . ۳ لم
است. ۱/ deg(v)

که بار هر نمایی، متغیر بودن بی حافظه دلیل به می شود. باخبر v و u از یکی که باشد زمانی اولین τ کنیم فرض اثبات.
اول از دوباره رئوس ساعت های که کرد فرض می توان می شود، برقرار رأس دو بین ارتباطی که آن از پس و می زند زنگ ساعتی
نمایی متغیری Yu − τ آن گاه می زند، زنگ u ساعت که باشد τ از بعد زمانی اولین Yu اگر بنابراین، می کنند. کار به شروع
می گیرد. تماس v با ۱/ deg(u) احتمال به رأس این می زند، زنگ u ساعت که بار هر دیگر، طرف از است. ۱ پارامتر با
Zu − τ نمایی، تصادفی متغیرهای ویژگی های طبق می گیرد، تماس v با u که باشد τ از بعد زمانی اولین Zu اگر بنابراین
تماس u با v که باشد τ از بعد زمانی اولین Zv اگر ترتیب، همین به .۱/ deg(u) نرخ با ولی است نمایی متغیر یک هم

داریم نتیجه در مستقلند. هم از Zv و Zu و است، ۱/ deg(v) نرخ با نمایی متغیر یک Zv − τ می گیرد،

T (e) = min{Zu − τ, Zv − τ} .

متغیر. دو آن نرخ مجموع برابر نرخی با است نمایی متغیر یک خود مستقل، نمایی متغیر دو مینیمم که می دانیم ولی
می باشد. ۱/ deg(u) + ۱/ deg(v) هم آن نرخ و است نمایی توزیع با تصادفی متغیری T (e)،بنابراین

ببینیم. مثال دو

۱,۲, . . . , n − ۱ آن رئوس بقیهٔ و ۰ آن مرکزی رأس که باشد ستاره گراف Sn کنید فرض ستاره). (گراف ۲ . ۳ مثال
داریم: بداند. را خبر ۰ رأس ابتدا در که کنید فرض و شده اند، نام گذاری

STapp(Sn,۰) = max{T (۰,۱), T (۰,۲), . . . , T (۰, n− ۱)} .

داریم نتیجه، در مستقلند. هم از متغیرها این علاوه، به هستند. n
n−۱ نرخ با نمایی متغیرهای Tها (۰, k) ،۱ . ۳ لم طبق

P [STapp(Sn,۰) ≤ t] = (۱− exp (nt/(n− ۱)))n−۱ ,

که دید می توان محاسبه مقداری انجام با و

E [STapp(Sn,۰)] ∼ lnn .

است. نزدیک خود امیدریاضی به بزرگ nهای برای STapp(Sn,۰) هم چنین
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داریم آن گاه ،(۱ رأس (مثلاً بداند را خبر ۰ رأس جز به رأسی ابتدا در اگر

STapp(Sn,۱) = T (۰,۱) + max{T (۰,۲), T (۰,۳), . . . , T (۰, n− ۱)} .

می شود. واگذار خواننده به محاسبات جزئیات .E [STapp(Sn,۱)] ∼ lnn داریم هم چنان که دید می توان راحتی به

بداند. را خبر ۰ رأس ابتدا در و باشد ۰,۱, . . . , n − ۱ رئوس با مسیر گراف Pn کنید فرض مسیر). (گراف ۳ . ۳ مثال
در است، مشخص دقیقاً می کند طی خبر که مسیری که کنید دقت کنیم. محاسبه را پخش زمان امیدریاضی می خواهیم

داریم نتیجه

STapp(Pn,۰) = T (۰,۱) + T (۱,۲) + T (۲,۳) + · · ·+ T (n− ۲, n− ۱) ,

نرخ۱هستند. با نمایی Tها (i, i+۱) سایر و نرخ۳/۲هستند با Tنمایی (n−۲, n−۱) Tو (۰,۱) ،۱ . ۳ لم طبق و
می گیریم نتیجه

E [STapp(Pn,۰)] = ۲× (۲/۳) + (n− ۳)× ۱ = n− ۵/۳ .

STapp(Pn,۰)بزرگ برایnهای که می گیریم نتیجه بزرگ اعداد قانون از مستقلند. هم از Tها (i, i+۱) همهٔ علاوه، به
است. نزدیک خود متوسط مقدار به بسیار

زیر قضیهٔ و شد تحلیل کامل گراف یک در پروتکل این رفتار ۱۹۹۹ سال در است. کامل گراف دیگر مهم گراف یک
چون ولی شد، ثابت first-passage-percolation مسئلهٔ برای و احتمال دان یک توسط قضیه این حقیقت در شد. ثابت

می کند. صدق هم ناهمزمان بده بستان پروتکل برای آن نتیجهٔ است، منظم کامل گراف

داریم صورت این در باشد. آن رئوس از یکی v و باشد رأسی n کامل گراف یک Kn کنید فرض .([۳۵]) ۴ . ۳ قضیهٔ
است. نزدیک خود متوسط مقدار به STapp(Kn, v) تصادفی متغیر و E [STapp(Kn, v)] ∼ lnn

بزرگ یا کوچک می تواند چقدر پخش زمان گرافnرأسی، یک برای است: این پروتکل این مورد در طبیعی پرسش یک
را پخش زمان کم ترین ستاره و کامل گراف های مرتبه، نظر از که می دهد نشان شد اثبات گذشته سال که زیر قضیهٔ باشد؟

دارد. را پخش زمان بیشترین مسیر گراف و دارند

داریم آن، از v رأس هر و G مثل رأسی n همبند گراف هر برای .([۱]) ۵ . ۳ قضیهٔ
lnn

۳ < E [STpp(G, v)] < ۵n .

است. ۴ . ۲ قضیهٔ  اثبات شبیه بسیار بالا کران اثبات می کنیم. واگذار خواننده به تمرین عنوان به را قضیه این اثبات
کرد. استفاده پواسون فرایندهای استاندارد خواص از باید آن پایین کران اثبات برای
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در ستاره گراف پخش زمان که دیدیم ناهمزمان. بده بستان و بده بستان پروتکل های مقایسهٔ ۱ . ۳
از لااقل ناهمزمان بده بستان پروتکل در رأسی n گراف یک پخش زمان که آن حال است ۲ حداکثر بده بستان پروتکل
در نمی توان را کران این و است O(n) مرتبهٔ از حداکثر پروتکل دو هر در پخش زمان دیگر طرف از است. Ω(lnn) مرتبهٔ
وجود رابطه ای چه پروتکل دو این پخش زمان بین شده، داده گراف یک برای که پرسید می توان حال کرد. بهتر کلی حالت
مدل هایی (که گراف ها آن همهٔ روی و کردند، شبیه سازی زیادی گراف های روی را پروتکل دو این [۱۲] نویسندگان دارد؟
خبر بده بستان از سریع تر ناهمزمان بده بستان پروتکل بود) twitter گراف آن ها از یکی و بودند اجتماعی شبکه های برای

ندادند). انجام ستاره گراف روی را شبیه سازی که است واضح (البته کرد پخش را
همزمان۲۴ بده بستان پروتکل را شد معرفی ۲ بخش در که بده بستان پروتکل ادامه در نیاید، پیش ابهامی که این برای

می کند. بیان پروتکل دو پخش زمان های بین کلی رابطهٔ یک زیر قضیهٔ می نامیم.

داریم آن، از v رأس هر Gو مثل رأسی n همبند گراف هر برای که دارند وجود C,C ′ > ۰ ثابت اعداد .([۱]) ۶ . ۳ قضیهٔ

C

ln۲ n
<

E [STpp(G, v)]

E [STapp(G, v)]
< C ′n۲/۳ lnn .

بود Eبرقرار [STapp(G, v)] ≤ O (E [STpp(G, v)] + lnn) قوی تر رابطهٔ کردیم بررسی ما که گراف هایی همهٔ در
بفرستید. هم ما برای اگر می شویم ممنون و کنید اثبات را آن بتوانید شما شاید کنیم. اثبات را آن نتوانستیم ولی

متوسط زمان که می کنیم معرفی را گرافی ادامه در ولی برسد، نظر به بزرگ زیادی است ممکن بالا قضیهٔ بالای کران
لااقل آن در همزمان بده بستان پروتکل پخش متوسط زمان ولی است لگاریتمی آن در ناهمزمان بده بستان پروتکل پخش

است. چندجمله ای مرتبهٔ از

نشان ۵ شکل در که گردنبند گراف و باشند ۱ از بزرگ تر صحیح اعداد m و k کنید فرض گردنبند). (گراف ۷ . ۳ مثال
چیده خط یک روی که دارد v۰, v۱, . . . , vm−۱, vm مثل سفید رأس m + ۱ گراف این بگیرید. نظر در را شده داده
است برابر رئوس کل تعداد پس دارد. قرار سیاه رئوس از ۲ طول به مجزا مسیر k متوالی، سفید رأس دو هر بین و شده اند،

.n = km+m+ ۱ با

و v۰ بین گرافی فاصلهٔ چون بزنیم. تخمین پروتکل دو در را v۰ رأس از شروع با پخش زمان امیدریاضی می خواهیم
اولین با باشد برابر Ti ،۰ ≤ i ≤ m هر برای کنید فرض حال .STpp(G, v۰) ≥ ۲m داریم قطعاً است، ۲m برابر vm

.T۰ = ۰ پس می فهمد. را خبر vi رأس که لحظه ای

داریم ۰ ≤ i ≤ m− ۱ هر برای .۸ . ۳ لم

E [Ti+۱ − Ti] ≤
۲۰√
k
.

synchronous push&pull protocol۲۴
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مشترک همسایه های از یکی x کنید فرض است. مشابه اثبات iها سایر برای می کنیم، ارائه i = ۰ برای را اثبات اثبات.
نرخ با نمایی متغیری T (x, v۱) و است ۱/k + ۱/۲ نرخ با نمایی متغیری T (v۰, x) ،۱ . ۳ لم طبق باشد. v۱ و v۰

،t ≥ ۰ هر برای بنابراین است ۱/(۲k) + ۱/۲

P [T (v۰, x) ≤ ۲t] = ۱− exp (−۲t(۱/k + ۱/۲)) ≥ ۱− e−t

نتیجه در .P [T (x, v۱) ≤ ۲t] ≥ ۱− e−t دید می توان مشابهاً و

P [T (v۰, x) + T (x, v۱) > ۴t] ≤ ۱− P [T (v۰, x) ≤ ۲t]P [T (x, v۱) ≤ ۲t] ≤ ۱−
(
۱− e−t

)۲
.

دارد، وجود ۲ طول به هم مثل مجزای مسیر k تعداد v۱ و v۰ بین چون

P [T۱ − T۰ > ۴t] = (P [T (v۰, x) + T (x, v۱) > ۴t])k ≤
(
۱−

(
۱− e−t

)۲)k

=
(
۲e−t − e−۲t)k .

،۵ . ۲ گزارهٔ طبق بنابراین

E [T۱ − T۰] =

∫ ∞

۰
P [T۱ − T۰ > t] dt ≤

∫ ∞

۰

(
۲e−t/۴ − e−t/۲

)k

dt

=

∫ ۴

۰

(
۲e−t/۴ − e−t/۲

)k

dt+

∫ ∞

۴

(
۲e−t/۴ − e−t/۲

)k

dt

(۳)

y ∈ [۰,۱] هر برای که می کنیم استفاده ۲e−y − e−۲y ≤ e−y۲/۴ نامساوی از اول انتگرال کردن محدود برای
پس می شود) واگذار خواننده به آن (اثبات است ∫صادق ۴

۰

(
۲e−t/۴ − e−t/۲

)k

dt ≤
∫ ۴

۰
e−kt۲/۶۴dt <

∫ ∞

۰
e−kt۲/۶۴dt

داریم r = t
√
k/۳۲ متغیر تغییر ∫با ∞

۰
e−kt۲/۶۴dt =

∫ ∞

۰
e−r۲/۲√۳۲/kdr = ۸

√
π/k .

بیاورید!). خاطر به را نرمال متغیرهای چگالی (تابع کرده ایم استفاده
∫∞
۰ e−r۲/۲dr =

√
۲π فرمول از آخر تساوی در که

می کنیم: محدود را (۳) در دوم انتگرال ∫حال ∞

۴

(
۲e−t/۴ − e−t/۲

)k

dt <

∫ ∞

۴
۲ke−kt/۴dt =

۲k+۲

kek
< ۴/

√
k .

می شود. ثابت لم ۸√π + ۴ < ۲۰ چون
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...

x

............... .... .... . . .. .....
v۰

..
v۱

..
v۲

..
vm

.

گردنبند گراف :۵ شکل

رئوس همهٔ وقتی که اینست سؤال حال .E [Tm] ≤ ۲۰m/
√
k می شود نتیجه امیدریاضی بودن خطی و ۸ . ۳ لم از

همسایه های فقط سیاه رأس هر که کنید توجه شوند؟ باخبر هم سیاه رئوس تا کنیم صبر باید دیگر چقدر شدند، باخبر سفید
سفیدش همسایهٔ یک از را خبر رأس آن بلافاصله بخورد، زنگ سیاه رأس یک ساعت که این محض به بنابراین دارد. سفید
طول که مدتی باشند. داشته وجود بی خبر سیاه رأس ℓ شدند، باخبر سفید رئوس همهٔ که لحظه ای در کنید فرض می گیرد.
نمایی متغیر بودن بی حافظه از (این جا است ۱ نرخ با نمایی متغیر یک بخورد زنگ خاص سیاه رأس یک ساعت تا می کشد
وابسته آن قبلی خوردن های زنگ به بعد، به Tm از رأس یک ساعت خوردن زنگ می کنیم فرض که چرا می کنیم، استفاده
از کوچک تر آن ها ماکسیمم امیدریاضی باشیم، داشته ۱ نرخ با نمایی مستقل تصادفی متغیر ℓ اگر که کنید دقت نیست).

بنابراین کنید!) (اثبات است ۲ ln ℓ

E [STapp(G, v۰)] ≤ E [Tm] + ۲ ln ℓ < ۲۰m/
√
k + ۲ lnn .

داشته که کرد انتخاب طوری n۱/۳(lnn)۲/۳ مرتبهٔ از را m و (n/ lnn)۲/۳ مرتبهٔ از را k می توان شده داده n یک برای
می آوریم دست به گراف این برای بنابراین .n = km+m+ ۱ باشیم

E [STpp(G, v۰)]

E [STapp(G, v۰)]
≥ ۲m

۲۰m/
√
k + ۲ lnn

= Θ((n/ lnn)۱/۳) .

رأسی n همبند گراف هر برای که است کدام κ عدد بزرگ ترین می رسد: ذهن به جالب سؤال یک بالا بحث به توجه با
باشیم داشته آن از v رأس هر و G مثل

E [STpp(G, v)]

E [STapp(G, v)]
≤ nκ.

باشد. [۱/۳,۲/۳] بازهٔ در عددی باید سؤال این جواب که درمی یابیم بالا مثال و ۶ . ۳ قضیهٔ از

اصلی دلیل داد: پاسخ چنین می توان شهودی طور به می کند؟ عمل سریع تر انقدر ناهمزمان پروتکل بالا مثال در چرا
یک از را خبر تا دارد نیاز زمانی /O(۱واحد

√
k) به متوسط طور به ناهمزمان پروتکل می کند بیان که هستش ۸ . ۳ لم همان

 G که بگیرید، نظر Eدر مثلGو تصادفی متغیر دو دارد. نیاز ۲واحد به همزمان پروتکل ولی برساند، بعدی به سفید رأس
واریانس اش E ولی است، ۲ امید ریاضی شان متغیرها این دوی هر باشد. ۱/۲ نرخ با نمایی E و پارامتر۱/۲ با هندسی

۱۹



البته برایGاست. مشابه احتمال از بیشتر خیلی ۲باشد از کوچک تر Eخیلی که این احتمال یعنی Gاست. برابر هشت
این این جا در ولی است،  G برای مشابه احتمال از بیشتر خیلی هم باشد ۲ از بزرگ تر خیلی E که این احتمال مشابهاً
تا کند عمل سریع خیلی آن ها از یکی است کافی و داریم، سفید رأس دو بین مجزا مسیر k چون نمی آید، چشم به نکته
خیلی یالی که این احتمال است، نمایی یال ها تأخیر که ناهمزمان حالت در شود. جابجا سفید رأس دو بین سرعت به خبر
حالت در سفید رأس دو بین انتقال زمان امیدریاضی می شود باعث همین و است هندسی حالت از بیشتر کند عمل سریع

باشد. کوچک تر بسیار ناهمزمان

جنبه ها سایر ۴
را مختلفی گراف های روی آن ها پخش زمان و کردیم معرفی را شبکه ها در شایعات پخش برای پروتکل سه نوشتار این در
می کنیم. بیان مختصراً را آن ها از برخی بخش این در که است بررسی قابل نیز دیگری جنبه های از مسئله این کردیم. تحلیل

شایعه پخش زمان از مناسبی تخمین می توانیم چگونه باشد. شده داده ما به آن از v رأس و  Gگراف یک کنید فرض .۱
شبیه سازی بار چندین را پروتکل که است این راه یک دهیم؟ ارائه شده معرفی پروتکل سه از یکی در v از شروع با
افزایش با می باشد. پخش زمان امیدریاضی از مناسبی تخمین پخش زمان های میانگین صورت این در و کنیم
تقریبی الگوریتم یک اینست: جالب مسئلهٔ یک کرد. زیاد دلخواه به را فرایند این دقت می توان شبیه سازی ها تعداد

کنید. ارائه معرفی شده پروتکل سه از یکی در پخش زمان امیدریاضی برای غیرتصادفی۲۵

اولین از یکی در (حتی است شده تحلیل مختلفی تصادفی گراف های روی شایعه پراکنی پروتکل های پخش زمان .۲
کلاسیک۲۶ تصادفی گراف های روی آمده دست به نتایج برای .([۲۰] یعنی ردکن بره پروتکل به مربوط مقاله های
دست به نتایج برای ببینید. را ناهمزمان) بده بستان پروتکل (برای [۳۹] و ( ردکن بره پروتکل (برای [۳۸] مقالهٔ
بده بستان پروتکل (برای [۳] و ( ردکن بره پروتکل (برای [۳۸ ،۲۲] مقالات تصادفی۲۷ منظم گراف های روی آمده
[۲۵] مقالهٔ تصادفی۲۸ هندسی گراف های روی ردکن بره پروتکل برای آمده دست به نتایج برای ببینید. را ناهمزمان)
همزمان) بده بستان پروتکل (برای [۱۰] مقالهٔ باراباسی-آلبرت۲۹ گراف های روی آمده دست به نتایج برای ببینید. را
مقالهٔ چانگ-لو۳۰ گراف های روی آمده دست به نتایج برای ببینید. را ناهمزمان) بده بستان پروتکل (برای [۱۱] و
[۳۷] مقالهٔ تصادفی۳۱ k-درخت های روی آمده دست به نتایج برای ببینید. را ( بده بستان پروتکل های (برای [۲۳]

ببینید. را همزمان) بده بستان پروتکل  (برای

روی را شایعه پراکنی پروتکل های عملکرد [۱۶ ،۲۹] مقالات می کند. تغییر زمان طول در واقعی اجتماعی شبکهٔ یک .۳
deterministic approximation algorithm۲۵

Erdős-Rényi random graphs۲۶

random regular graphs۲۷

random geometric graphs۲۸

Barabási-Albert preferential attachment graphs۲۹

Chung-Lu random graphs with given expected degrees۳۰

random k-trees۳۱
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کرده اند. تحلیل تغییر حال در شبکه های

در هم می شود ردوبدل که پیام هایی تعداد بلکه می کند پخش را خبر سریع تنها نه خوب، شایعه پراکنی پروتکل یک .۴
است. شده تحلیل پروتکل ها برخی در پیام ها تعداد [۲۴] مقالهٔ در است. کم آن

صحیح را پیام و نکنند کار درست پردازنده ها گاهی است ممکن شده تشکیل پردازنده ها از که واقعی شبکهٔ یک در .۵
[۲] مقالهٔ در است. شده ارزیابی خطاهایی چنین برابر در پروتکل ها این مقاومت [۲۱] مقالهٔ در ندهند. انتقال

باشد. مقاوم تر خطاهایی چنین برابر در که هدف این با شده طراحی جدیدی پروتکل

نه و تجربی صورت به را آن ها عملکرد و کرده اند شبیه سازی مختلفی گراف های روی را پروتکل ها این مقالات برخی .۶
.[۴۰ ،۱۲] جمله از کرده اند، تحلیل ریاضی

نمی توانند امروز محاسباتی دستگاه های می دانیم ولی بودند تصادفی کردیم معرفی این جا در که پروتکل هایی همهٔ .۷
کرد طراحی خوبی قطعی پروتکل های می توان آیا که کرد سؤال می توان بنابراین کنند تولید را تصادفی واقعاً اعداد
معرفی قطعی پروتکل یک [۳۳] مقالهٔ در می کند؟ استفاده کمتری تصادفی بیت های تعداد از که پروتکلی لااقل یا

می کنند. استفاده کمتری تصادفی بیت های از که پروتکل هایی [۳۱ ،۱۴ ،۳۰] در و شده

این رئوس به حافظه کردن اضافه با می توان آیا ندارند. حافظه ای رئوس کردیم فرض کردیم معرفی که پروتکل هایی در .۸
می شود؟ بهتر پروتکل آیا نفرستد، همسایه یک برای متوالی بار دو را خبر رأس یک اگر مثلاً کرد؟ بهتر را پروتکل ها

شده اند. بررسی سؤالات دست این [۱۷] مقالهٔ در

گرفته اند. قرار بررسی مورد [۳۲] در شایعه پراکنی پروتکل های طراحی برای جبری روش های .۹

هم بقیه به را آن می خواست و می دانست را خبری رأس یک که بود این کردیم بررسی مقاله این در که مسئله ای .۱۰
مسئلهٔ دهد. اطلاع رئوس بقیهٔ به را آن می خواهد و دارد متمایزی خبر یک رأسی هر کنید فرض حال دهد. انتقال

است. شده  بررسی [۴ ،۶] در مسئله این حل برای مناسب پروتکل های طراحی
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