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مقدمه ١

دربسته بستۀ صد ͬ شود: م برگزار زیر شͺل به مسابقه ای کنید فرض
ͬͺی در و هستند پوچ آن ها نودونه تای که دارد قرار شما روبروی
ͬ توانید م شما دارد. قرار تومان ٢۵هزار ارزش به جایزه ای آن ها از
آن در جایزه اگر و کنید، باز تومان هزار پرداخت با را بسته هر
از پس ͬ کنید؟ م شرکت مسابقه این در شما آیا بردارید. را آن بود،
شرکت مسابقه این در که نیست شما نفع به که ͬ بینید م تأمل اندکͬ
دنیای در داد نشان که است هندی ͬ دان ریاض ͷی [٢] گراور کنید.
کنید! شرکت مسابقه این در که شماست نفع به کوانتوم، الͽوریتم های
حدود کردن خرج با که داد ارائه کوانتومͬ الͽوریتمͬ حقیقت در او
کند. پیدا است آن در جایزه که را بسته ای ͬ تواند م تومان ١٠هزار
ͷی که ͬ دهیم، م توضیح را گراور جستجوی الͽوریتم مقاله این در
کلͬ توضیحات مقاله نخست نیمۀ در است. کوانتوم٣ͬ الͽوریتم
جزئیات وارد که این بدون ͬ دهیم م کوانتومͬ الͽوریتم های دربارۀ
شویم، کوانتومͬ ͷانیͺم مباحث و آن ها پیاده سازی نحوۀ به مربوط

ͬ دهیم. م توضیح را گراور الͽوریتم دوم نیمۀ در و

کوانتومͬ الͽوریتم های ٢

است. غیرکوانتومͬ الͽوریتمͬ متعارف، الͽوریتمͬ از منظور ادامه در
اطلاعاتͬ واحدهای بیتها متعارف، الͽوریتم های در که همان طور
اطلاعاتͬ واحدهای کیوبیتها۴ کوانتومͬ، الͽوریتم های در هستند،
{۰, ۱} مجموعۀ عضو دو از ͬͺی ͬ تواند م بیت هر محتوای هستند.

Grover’s search algorithm١
٢

کامپیوتر مهندسͬ رشته دو در را خود کارشناسͬ مدرک ١٣٨٨ سال در نگارنده
دکتری دانشجوی حاضر حال در و نمود اخذ شریف صنعتͬ دانشͽاه از ریاضیات و
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quantum algorithm٣

qubits۴

مجموعۀ از عضوی هر ͬ تواند م کیوبیت ͷی محتوای باشد.

Q۱ =

{(
a
b

)
∈ C۲ : |a|۲ + |b|۲ = ۱

}
در کلͬ طور به و مقاله این در که برداری فضاهای در باشد.
مجموعۀ همیشه میدان داریم، سروکار آن ها با کوانتوم الͽوریتم های
اعضای دادن نشان برای مخصوصͬ نمادهای است. مختلط اعداد
نشان |۱⟩ با را

(
۰
۱

)
و |۰⟩ با را

(
۱
۰

)
دارد: وجود C۲ استاندارد پایۀ

ͷی با که ͬ کنند م مشخص فقط این جا در | و ⟩ نمادهای ͬ دهیم. م
ابتدای در است. ستونͬ بردار ͷی شͺل به که داریم Q۱سروکار عضو
|۰⟩ مقدار دو از ͬͺی با را کیوبیت ها از ͷی هر ͬ توان م الͽوریتم، ͷی

کرد. اولیه مقداردهͬ |۱⟩ یا
نشان منطقͬ مدار ͷی شͺل به ͬ توان م را متعارف الͽوریتم ͷی
است. شده تشͺیل or و ،and ،not مانند گیت۵ تعدادی از که داد
است. بیت ͷی هم آن خروجͬ و بیت دو یا ͷی گیت هر ورودی
دو داد. نشان صورت همین به ͬ توان م هم را کوانتومͬ الͽوریتم های
ͷی حالت ساده ترین در اول نوع دارد: وجود کوانتومͬ گیت نوع
ͷی U کنید فرض دارد. خروجͬ کیوبیت ͷی و ورودی کیوبیت
صورت این در باشد. C۲ برداری فضای روی دلخواه یͺه۶ عملͽر
برای که گرفت نظر در U با متناظر کوانتومͬ گیت ͷی ͬ توان م
که کنید توجه ͬ باشد. م U |q⟩ آن خروجͬ ،|q⟩ ∈ Q۱ ورودی هر

داریم. اول نوع از کوانتومͬ گیت گونه بی نهایت
کیوبیت ͷی آن ورودی که دارد، نام اندازه گیری٧ گیت دوم، نوع
در که داریم کیوبیت ͷی کنیم فرض است. بیت ͷی آن خروجͬ و

)حالت
a
b

)
= a |۰⟩+ b |۱⟩

شود، وارد اندازه گیری گیت ͷی به کیوبیت این اگر دارد. قرار
خواهد ١ مقدار |b|۲ احتمال به و ٠ مقدار |a|۲ احتمال به آن خروجͬ
این منظور ͬ کنیم، م اندازه گیری را کیوبیت ͷی ͬ گوییم م وقتͬ داشت.
کنید توجه ͬ دهیم. م قرار آن راه سر اندازه گیری گیت ͷی که است

داریم. دوم نوع از کوانتومͬ گیت گونه ͷی فقط که
مثلا́ ͬ دهیم؛ م نشان ⊗ نماد با را ماتریس دو تانسوری٨ ضرب

)داریم
a
b

)
⊗
(
c
d

)
=


ac
ad
bc
bd

 .

gate۵

unitary operator۶
measurement gate٧

tensor product٨

١



آن محتوای که است بزرگ تری اطلاعاتͬ واحد n–کیوبیت ͷی
مجموعۀ از عضوی

Qn =


 x۱

...
x۲n

 ∈ C۲n : |x۱|۲ + |x۲|۲ + · · ·+ |x۲n |۲ = ۱


است ۱–کیوبیت ͷی کیوبیت ͷی حقیقت، در که کنید دقت است.
کیوبیت n جز نیست چیزی n–کیوبیت ͷی ،ͬͺفیزی نظر از (و
شͺل به آن ها به قراردادی صورت به که شماره گذاری شده و خاص
باشیم داشته کیوبیت n کنید فرض ͬ شود). م نگاه منسجم گروه ͷی
کنار از صورت این در باشند. |q۱⟩ , |q۲⟩ , . . . , |qn⟩ مقادیر دارای که
که ͬ آید م دست به n–کیوبیت ͷی کیوبیت ها این دادن قرار هم
را آن اختصار به که است |q۱⟩ ⊗ |q۲⟩ ⊗ · · · ⊗ |qn⟩ آن محتوای
دارد. جالبی نتیجۀ نمادگذاری این ͬ دهیم. م نشان |q۱q۲ . . . qn⟩ با
ͷی صورت به ͬ توان م را ۲n − ۱ و ۰ بین m مانند صحیح عدد هر
خوانده دودویی نمایش (که داد نمایش ۱ها و ۰ها از n طول به رشته
ͬ توان م صورت این در ͬ دهیم. م نشان b(m) با را آن که ͬ شود) م
استاندارد پایۀ همان {|b(i)⟩ : ۰ ≤ i ≤ ۲n − ۱} که کرد وارسͬ
{|۰۰۰⟩ , |۰۰۱⟩ , |۰۱۰⟩ , |۰۱۱⟩ , |۱۰۰⟩ , |۱۰۱⟩ , |۱۱۰⟩ , |۱۱۱⟩} مثلا́ است. C۲n

تانسوری ضرب از همواره که کنید دقت است. C۸استاندارد پایۀ
n–کیوبیت ͷی ولͬ ͬ آید، م دست به n–کیوبیت ͷی کیوبیت n

نوشت. کیوبیت n تانسوری ضرب صورت به ͬ توان نم لزوماً را
پدیدۀ به و است کوانتومͬ ͷانیͺم عجیب ͬ های ویژگ از ͬͺی این
این حوصلۀ از آن دربارۀ بحث که است، مرتبط entanglement

است. خارج مقاله

طبیعͬ صورت به کردیم، تعریف کیوبیت ها برای که گیتͬ نوع دو
ͷی U کنید فرض هستند. تعریف قابل نیز n–کیوبیت ها برای
متناظر صورت این در باشد. C۲n برداری فضای روی یͺه عملͽر
–n دو هر ͬ اش خروج و ورودی که داریم کوانتومͬ گیت ͷی U با
،|q⟩ ∈ Qn ورودی هر برای ،n = ۱ حالت همانند و هستند کیوبیت
بیت n ما به n–کیوبیت ͷی اندازه گیری ͬ باشد. م U |q⟩ آن خروجͬ
استاندارد پایۀ در که باشد n–کیوبیت ͷی |q⟩ کنید فرض ͬ دهد. م

صورت به

|q⟩ =
۲n−۱∑
i=۰

αi |b(i)⟩

اندازه گیری حاصل |αi|۲ احتمال به صورت این در شود. داده نمایش
بود. خواهد b(i)

گراور جستجوی الͽوریتم ٣

f−۱(۱) که طوری به باشد دلخواه تابعͬ f : X → {۰, ۱} کنید فرض
مجموعۀ که است، f−۱(۱) در عنصری کردن پیدا هدف است. ناتهͬ
ͬ کنیم م فرض نمادگذاری در سهولت برای ͬ شود. م نامیده جواب ها
این جا در و است پوشیده الͽوریتم بر f تابع طبیعت .X = {۰, ۱}n

شده داده الͽوریتم به سیاه جعبۀ ͷی صورت به f تابع ͬ کنیم م فرض
دلخواهͬ نقاط در را f تابع مقدار ͬ تواند م تنها الͽوریتم و است
این از پرسش کم ترین با که است این هدف بپرسد. دامنه اش از
متعارف الͽوریتم هر که است واضح کند. پیدا را جوابی سیاه، جعبۀ
دارد، نیاز پرسش Ω(۲n) به کلͬ حالت در جواب کردن پیدا برای
تعداد که صورتͬ در که داد ارائه کوانتومͬ الͽوریتمͬ [٢] گراور ولͬ
برای جوابی سیاه، جعبۀ از پرسش O

(
۲n/۲

)
با باشد، معلوم جواب ها

ͬ کند. م پیدا مسئله

ͬ کند. م کار چͽونه f با متناظر سیاه جعبۀ که ͬ دهیم م توضیح حال
ͬ کنیم م استفاده {۰, ۱} در عنصر دو xor دادن نشان برای ⊕ نماد از
n)–کیوبیتͬ + ۱) گیت ͷی است). دو مبنای در جمع همان (که
نقش و است C۲n روی یͺه عملͽر ͷی که ͬ کنیم م تعریف F نام به
روی را آن اثر است کافͬ F تعریف برای ͬ کند. م بازی را سیاه جعبۀ
،x۱, x۲, . . . , xn, y ∈ {۰, ۱} هر ازای به کنیم. مشخص پایه اعضای

(١)
F |x۱x۲ . . . xny⟩ = |x۱x۲ . . . xn⟩ ⊗ |y ⊕ f(x۱, x۲, . . . , xn)⟩

نظر به عجیب کمͬ گیت این کار نحوۀ است ممͺن اول نگاه در
با را f(x۱, x۲, . . . , xn) مقدار تنها گیت این حقیقت در برسد.
به نقطه این در را f مقدار طریق این از و ͬ کند، م xor آخر کیوبیت
گیت های جز (به کوانتومͬ گیت های که آورید یاد به ͬ دهد. م ما
مثل گیت هایی از استفاده لذا و هستند یͺه عملͽرهای اندازه گیری)
است. اجتناب ناپذیر کوانتوم الͽوریتم های در سیاه جعبۀ عنوان به F
به و ͬ کند، م استفاده F گیت از کپی O

(
۲n/۲

)
از گراور الͽوریتم

ذکر (شایان ͬ کند. م پیدا مسئله برای جوابی یͷ سوم از بیش احتمال
هم استفاده مورد الͽوریتم و است قطع٩ͬ تابع ͷی f تابع که است
ͬ شود م الͽوریتم وارد تصادف که جایی تنها و است قطعͬ عمدتاً
با است.) اندازه  گیری گیت های از استفاده موقع و الͽوریتم انتهای
کرد. زیاد دلخواه به را موفقیت احتمال ͬ توان م الͽوریتم این تکرار

N = ۲n کنید تعریف ͬ کنیم. م توصیف را گراور الͽوریتم اینک

deterministic٩

٢



و
|h⟩ =

∑
x∈{۰,۱}n

|x⟩ /
√
N .

نشان O با را C۲n فضای در صفر بردار .|h⟩ ∈ Qn که کنید دقت
به ͬ کنیم: م تعریف چنین را R n)–کیوبیتͬ + ۱) گیت ͬ دهیم. م
|z⟩ ∈ Qn کنیم فرض ،|x⟩ ∈ Qn, |y⟩ ∈ Q۱ مثل ورودی ͷی ازای
ادامۀ در و این جا (در باشد O |h⟩ خط حول |x⟩ بازتاب حاصل
است). O, |h⟩ ∈ C۲n نقاط از گذرنده خط O |h⟩ از منظور مقاله،

صورت، این در

R (|x⟩ ⊗ |y⟩) = |z⟩ ⊗ |y⟩ . (٢)

از گراور الͽوریتم .|−⟩ = (|۰⟩ − |۱⟩)/
√
۲ ∈ Q۱ کنید تعریف

شروع است |h⟩ ⊗ |−⟩ اولیۀ حالت در که n)–کیوبیت + ۱) ͷی
اعمال آن روی بار k ͬ در میان ͺی را R و F عملͽرهای و ͬ کند م
پایین تر k دقیق مقدار برسد. (RF )k(|h⟩⊗ |−⟩) حالت به تا ͬ کند م
را حاصل n)–کیوبیت + ۱) سپس الͽوریتم شد. خواهد تعیین
نشان برسد. x۱, x۲, . . . , xn, y بیت n + ۱ به تا ͬ کند م اندازه گیری
به و k = O(

√
N) که کرد انتخاب طوری را k ͬ توان م ͬ دهیم م

یعنͬ ،f(x۱, x۲, . . . , xn) = ۱ باشیم داشته یͷ سوم از بیش احتمال
باشد. مسئله از جوابی (x۱, x۲, . . . , xn)

ͬ کنیم م تعریف ͬ پردازیم. م الͽوریتم این تحلیل به حالا

A = f−۱(۱), B = f−۱(۰), α = |A|, β = |B| .

ͬ کنیم م تعریف هم چنین

|a⟩ =
∑
x∈A

|x⟩ /
√
α, |b⟩ =

∑
x∈B

|x⟩ /
√
β .

C۲n در یͺه و هم بر عمود بردار دو |b⟩ و |a⟩ که کنید ملاحظه
این توسط شده تولید خطͬ زیرفضای S ⊆ C۲n کنید فرض هستند.

است. صفحه ͷی حقیقت در که باشد C۲n در بردار دو

|s⟩ بازتاب حاصل |t⟩ که طوری به |s⟩ , |t⟩ ∈ S کنید فرض .١ لم
صورت، این در باشد. O |b⟩خط حول

F (|s⟩ ⊗ |−⟩) = |t⟩ ⊗ |−⟩ .

تأثیر دهیم نشان است کافͬ است، خطͬ عملͽری F چون اثبات.
است کافͬ یعنͬ است، مطلوب تأثیر همان S پایۀ اعضای روی آن

برقرارند. زیر تساوی دو دهیم نشان

F (|b⟩ ⊗ |−⟩) = |b⟩ ⊗ |−⟩ , (٣)

F (|a⟩ ⊗ |−⟩) = (− |a⟩)⊗ |−⟩ . (۴)

داریم F عملͽر بودن خطͬ دلیل به و |b⟩ و |−⟩ تعریف از

√
۲βF (|b⟩ ⊗ |−⟩) =

√
۲F

(∑
x∈B

|x⟩ ⊗ |−⟩

)
=
∑
x∈B

[F (|x⟩ ⊗ |۰⟩)− F (|x⟩ ⊗ |۱⟩)] .

داریم y ∈ {۰, ۱} هر و x ∈ B هر ازای به (١) در F تعریف طبق

F (|x⟩ ⊗ |y⟩) = |x⟩ ⊗ |f(x)⊕ y⟩ = |x⟩ ⊗ |y⟩ .

داریم نتیجه در

√
۲βF (|b⟩ ⊗ |−⟩) =

∑
x∈B

[|x⟩ ⊗ |۰⟩ − |x⟩ ⊗ |۱⟩]

=
√

۲β(|b⟩ ⊗ |−⟩) ,

است. درست (٣) بنابراین
خطͬ دلیل به و |a⟩ و |−⟩ تعریف از ͬ کنیم. م اثبات را (۴) حال

داریم F عملͽر بودن

√
۲αF (|a⟩ ⊗ |−⟩) =

√
۲F

(∑
x∈A

|x⟩ ⊗ |−⟩

)
=
∑
x∈A

[F (|x⟩ ⊗ |۰⟩)− F (|x⟩ ⊗ |۱⟩)] .

داریم y ∈ {۰, ۱} هر و x ∈ A هر ازای به (١) در F تعریف طبق

F (|x⟩ ⊗ |y⟩) = |x⟩ ⊗ |f(x)⊕ y⟩ = |x⟩ ⊗ |۱− y⟩ .

داریم نتیجه در

√
۲αF (|a⟩ ⊗ |−⟩) =

∑
x∈A

[F (|x⟩ ⊗ |۰⟩)− F (|x⟩ ⊗ |۱⟩)]

=
∑
x∈A

[|x⟩ ⊗ |۱⟩ − |x⟩ ⊗ |۰⟩]

=
∑
x∈A

[(− |x⟩)⊗ |۰⟩ − (− |x⟩)⊗ |۱⟩]

=
√
۲α (− |a⟩ ⊗ |−⟩) ,

است. درست (۴) بنابراین

O |h⟩ خطوط بین زاویۀ θ کنیم فرض بͽیرید. نظر در را S صفحۀ
فرض کنیم، تعیین را زوایا علامت که این (برای باشد O |b⟩ و
این در باشد.) y محور O |a⟩ خط و x محور O |b⟩ خط که ͬ کنیم م
۲θ زاویۀ با دوران ͷی اعمال شبیه RF عملͽر اعمال بار هر صورت

٣



در .|x⟩ ∈ S کنید فرض واقع، در ͬ باشد. م صفحه این در O حول
داریم ١ لم طبق صورت این

F (|x⟩ ⊗ |−⟩) = |y⟩ ⊗ |−⟩ ,

علاوه، به ͬ باشد. م O |b⟩ حول |x⟩ بازتاب حاصل |y⟩ آن در که
داریم (٢) در R تعریف طبق

F (|y⟩ ⊗ |−⟩) = |z⟩ ⊗ |−⟩ ,

دو ترکیب ͬ باشد. م O |h⟩ حول |y⟩ بازتاب حاصل |z⟩ آن در که
حول ۲θ زاویۀ با دورانͬ معادل O |h⟩ و O |b⟩ محورهای با بازتاب
در ۲θ زاویۀ با و O حول |x⟩ دوران حاصل |z⟩ بنابراین ͬ باشد، م O

که کنید توجه است. S صفحۀ

|h⟩ =
√
α/N |a⟩+

√
β/N |b⟩ ,

نتیجۀ .۰ < θ ≤ π/۲ پس β ≥ ۰ و α > ۰ چون و |h⟩ ∈ S بنابراین
ͬ شود. م حاصل زیر

|h′⟩ آن در که (RF )k(|h⟩ ⊗ |−⟩) = |h′⟩ ⊗ |−⟩ داریم .٢ نتیجه
است. S صفحۀ در ۲kθ زاویۀ با O حول |h⟩ دوران حاصل

در همیشه آخر کیوبیت که است این این جا در جالب نکتۀ ͷی
با ͬ کند، نم تغییری الͽوریتم طول در هیچ گاه و ͬ ماند م |−⟩ حالت

کرد! حذف الͽوریتم از را کیوبیت این ͬ توان نم حال این

O |q⟩ خطوط بین زاویۀ ψ و |q⟩ ∈ Qn ∩ S کنید فرض .٣ لم
n)–کیوبیت + ۱) اندازه گیری از پس کنید فرض باشد. O |b⟩ و
صورت این در آیند. دست به x۱, x۲, . . . , xn, y بیت های ،|q⟩⊗|−⟩

است. sin۲(ψ) لااقل f(x۱, . . . , xn) = ۱ احتمال

کنید فرض اثبات.

|q⟩ =
∑

x∈{۰,۱}n

qx |x⟩

احتمال ،A = f−۱(۱) چون باشد. استاندارد پایۀ در |q⟩ نمایش
خطوط بین زاویۀ ϕ کنید فرض .

∑
x∈A q۲

x با است برابر نظر مورد
داریم است، عمود O |b⟩ بر O |a⟩ چون باشد. O |a⟩ و O |q⟩

کوشͬ–شوارز، نامساوی طبق .cos۲(ϕ) = sin۲(ψ)∑
x∈A

q۲
x =

(∑
x∈A

q۲
x

)(∑
x∈A

۱
α

)

≥

(∑
x∈A

qx/
√
α

)۲

= ⟨|q⟩ , |a⟩⟩۲ = ∥ |q⟩ ∥۲ · ∥ |a⟩ ∥۲ · cos۲(ϕ)

= cos۲(ϕ) = sin۲(ψ) .

الͽوریتم تحلیل و مناسب k انتخاب برای را لازم ابزارهای اکنون
داریم |b⟩ و |h⟩ تعریف طبق داریم. گراور

cos θ = ⟨|h⟩ , |b⟩⟩ =
∑
x∈B

۱/
√
Nβ =

√
β/N .

جواب های تعداد چون .sin θ =
√
α/N ≥ ۱/

√
N داریم نتیجه در

الͽوریتم بر نیز θ است، معلوم الͽوریتم بر و است α برابر مسئله
بار k و ͬ سازد م θ زاویۀ O |b⟩ با O |h⟩ ͬ دانیم م است. معلوم
بنابراین ͬ باشد. م O حول ۲kθ اندازۀ به دوران معادل RF اعمال
مانند (n+۱)–کیوبیتͬ به عملͽر این اعمال بار k از پس ٢ نتیجه طبق
(۲k+ ۱)θ زاویۀ O |b⟩ با O |h′⟩ که طوری به ͬ رسیم م |h′⟩ ⊗ |−⟩
احتمال به +n)–کیوبیت ۱) این اندازه گیری با ٣ لم طبق ͬ سازد. م را

ͬ کنیم. م پیدا را مسئله از جوابی sin۲((۲k + ۱)θ) لااقل
کنیم، انتخاب صفر برابر را k است کافͬ ،π/۴ ≤ θ ≤ π/۲ اگر
خواهد یͷ دوم لااقل گراور الͽوریتم موفقیت احتمال صورت این در
باشد طبیعͬ عدد کوچͷ ترین k کنید فرض ،۰ < θ < π/۴ اگر بود.

صورت این در .π/۴ ≤ (۲k + ۱)θ که

(۲k − ۱)/
√
N ≤ (۲k − ۱) sin θ ≤ (۲k − ۱)θ < π/۴

داریم دیͽر طرف از .k < (π
√
N + ۴)/۸ <

√
N نتیجه در

موفقیت احتمال ،k این انتخاب با لذا π/۴؛ ≤ (۲k + ۱)θ ≤ ۳π/۴

بود. خواهد یͷ دوم لااقل گراور الͽوریتم

مؤخره ۴

کوانتومͬ الͽوریتمͬ و کردیم تعریف جستجویی مسئلۀ ٣ بخش در
که مسابقه ای با دقیقاً مسئلۀ این البته دادیم. ارائه آن حل برای
ارائه شده الͽوریتم به هرحال نیست؛ متناظر کردیم مطرح مقدمه در
الͽوریتم های قدرت بین را بارزی تفاوت و است جالب توجه بسیار

ͬ دهد. م نشان متعارف الͽوریتم های و کوانتومͬ
مسئلۀ برای که کوانتومͬ الͽوریتم هر داد نشان [٢] گراور
باشد، یͷ سوم لااقل موفقیتش احتمال که شود ارائه بالا جستجوی
تعداد مرتبۀ١٠ بنابراین و ͬ کند م استفاده جعبه سیاه گیت Ω(

√
N) از

است. بهینه او الͽوریتم پرسش های
جعبه سیاه گیت های تعداد که دادند نشان [١] مقالۀ نویسندگان
دادند ارائه الͽوریتمͬ آن ها هم چنین است. بهینه گراور الͽوریتم
ولͬ مثبت جواب ها تعداد که حالتͬ در را بالا جستجوی مسئلۀ که
استفاده جعبه سیاه گیت O(

√
N) از و ͬ کند م حل است نامعلوم

ͬ کند. م
order١٠

۴
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