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چکیده

برای آن ها با آشنایی و می شوند استفاده بسیار کامپیوتر علوم و ریاضیات در O, o,Ω مثل مجانبی نمادهای
نمادها این ،[۴ ،۵] از است ترجمه ای عمدتاً که مقاله، این در است. ضروری رشته ها این پژوهش گران و دانشجویان
به بتواند تمرین ها حل و مثال ها مطالعهٔ از پس خواننده که اینست هدف می زنیم. مثال چندین و می کنیم تعریف را

کند. کار نمادها این با راحتی

که این خصوص به است، مهم خیلی توابع رشد فهمیدن هم محاسبه۱ نظریهٔ در فیزیک، همانند مقدمات. ۱
برحسب توابع طبقه بندی برای می کند. رشد مسئله اندازهٔ برحسب چگونه مسئله یک حل برای لازم زمان بدانیم می خواهیم

می کنیم. استفاده o و O,Ω مثل مجانبی نمادهای از رشدشان مرتبهٔ

با است برابر n طول به ورودی برای اجرایش زمان دیدیم و کرده ایم تحلیل را الگوریتمی کنید فرض مثلاً

T (n) = an۲ + bn+ cn ,

مهم ترین .a > ۰ و دارند) بستگی هم برنامه نویسی زبان و پیاده سازی نحوهٔ به (که هستند ثابتی اعداد a, b, c آن در که
عدد هر برای که دارد وجود d ثابت دیگر، عبارت به می کند. تعیین را T (n) رشد که است دوم درجهٔ جملهٔ که اینست نکته

داریم n
T (n) ≤ dn۲ .

asymptotic calculations*

complexity theory۱

۱



می کنیم استفاده نمادگذاری این از وقتی که کنید دقت می دهیم. نشان T (n) = O
(
n۲)صورت به را نامساوی این ما

نیست. مهم برایمان d دقیق مقدار که اینست معنی اش

که باشند داشته وجود C, n۰ ثابت اعداد هرگاه f(n) = O(g(n)) می نویسیم .f, g : N → R کنید فرض تعریف.

|f(n)| ≤ C|g(n)| ∀n > n۰

زیر حدی تعریف با معادلست بالا تعریف

f(n) = O(g(n)) ⇔ ∃C : lim sup
n→∞

∣∣∣∣f(n)g(n)

∣∣∣∣ ≤ C .

مهم بسیار خاص حالت یک .f = O(g) می نویسیم و می کنیم حذف را n نمادگذاری ها کردن کوتاه برای اوقات گاهی
.f(n) = O (۱) می نویسیم صورت این در باشد. کران دار تابعی f که است وقتی

f(n) = مثلاً می کند. میل صفر به مشخصی سرعت با f تابع که کنیم بیان O نماد کمک به می توانیم هم چنین
که دارد وجود C ثابت عدد یعنی O(۱/n)

−C/n ≤ f(n) ≤ C/n .

می کنیم. Rکار Nبه از توابع با فقط بنابراین و است، کامپیوتر علوم در مجانبی محاسبات کاربرد بر تأکید مقاله این در تذکر.
هر (یا صفر به تابع پارامتر که حالتی برای هم چنین و کرد، تعریف هم دلخواه توابع برای می توان را O نماد کلی حالت در

ببینید. را [۳] بیشتر توضیح برای می کند. میل دیگری) ثابت عدد

می کند. میل بی نهایت به که می دهد نشان را طبیعی عددی همواره n مقاله، این در

.an۲ + bn+ c = O
(
nk
)

داریم k ≥ ۲ هر برای .۱ .۱ مثال

.۲
√
۳n+ ۱۰ = O

(√
n
)
.

.۳
ln(n۷) = O (lnn) .

.nk = O (۲n) داریم k ثابت عدد هر برای .۴

.۵
n! = O (nn) .

۲



.۶
esinn = O(۱) .

.e−n = O
(
n−k
)

داریم k ثابت عدد هر برای .۷

مثلاً می بریم، کار به دیگر فرمولی داخل را O(g(n)) مثل عبارتی وقتی

f(n) = ۲O(g(n)) ,

برایمان h(n) دقیق مقدار ولی ،h(n) = O(g(n)) و f(n) = ۲h(n) که دارد وجود h(n) تابع که اینست منظورمان
بنویسیم می توانیم مثال، برای ندارد. اهمیت

n∑
i=۱

i =
n۲

۲ +O(n) =
n۲

۲

(
۱+O

(۱
n

))
.

.f۱ + f۲ = O(g) کنید ثابت f۲ = O(g) و f۱ = O(g) اگر .۱ .۱ تمرین

.f = O(h) کنید ثابت g = O(h) و f = O(g) اگر .۲

.f = O(h) کنید ثابت g = O(h) و f ≤ g اگر .۳

کنیم؟ بیان را لگاریتم مبنای نیست لازم چرا ،f(n) = O(log n) می نویسیم وقتی .۴

بیابید. را زیر برهان در موجود اشکال .۵

نتیجه، در .kn = O(n) داریم k هر برای
n∑

k=۱
kn =

n∑
k=۱

O(n) = nO(n) = O
(
n۲) .

بزنید. نقض مثال یا کنید، اثبات است؟ O(۲n) همان ۲O(n) آیا .۶

کامپیوتر، علوم در ولی است. یکی g و f رشد مرتبهٔ که اینست f = O(g) از منظور فیزیک، مثلاً علوم، از برخی در
g از f» که می کند بیان f = O(g) فارسی، زبان به .n۲ = O

(
n۳) مثلاً می دهد: ارائه f برای بالا کران یک فرمول این

.«f ≤ g بگیریم، نادیده را ثابت ضرایب «اگر یا و نمی کند» رشد سریع تر

کرد. تعریف هم را دیگری مجانبی نمادهای می توان ترتیب، همین به

۳



,Cهستند n۰ > ثابت۰ اعداد دقیق تر، عبارت به نمی کند. رشد کندتر g از f یعنی f = Ω(g) Oاست: برعکس :Ω
که

|f(n)| ≥ C|g(n)| ∀n > n۰ .

معادلاً،
f(n) = Ω(g(n)) ⇔ ∃C > ۰ : lim inf

n→∞

∣∣∣∣f(n)g(n)

∣∣∣∣ ≥ C .

nهای برای که باشند داشته وجود C۱, C۲ > ۰ ثابت اعداد هرگاه f = Θ(g) می نویسیم است: Ω و O ترکیب :Θ
بزرگ،

C۱|g(n)| ≤ |f(n)| ≤ C۲|g(n)| .

معادلاً،

f(n) = Θ(g(n)) ⇔ ∃C۱, C۲ > ۰ : C۱ ≤ lim inf
n→∞

∣∣∣∣f(n)g(n)

∣∣∣∣ ≤ lim sup
n→∞

∣∣∣∣f(n)g(n)

∣∣∣∣ ≤ C۲ .

معادلاً،
f(n) = Θ(g(n)) ⇔ f(n) = O(g(n)) and f(n) = Ω(g(n)) .

می دهند. نمایش هم f(n) ≍ g(n) صورت به را f(n) = Θ(g(n)) کتاب های برخی در

ریاضی، عبارت به می کند». رشد g از کندتر اکیداً f» یعنی f = o(g) است: O از قوی تر :o

f(n) = o(g(n)) ⇔ lim
n→∞

f(n)

g(n)
= ۰ .

ریاضی، عبارت به می کند. رشد g از سریع تر اکیداً f یعنی f = ω(g) است: o برعکس :ω

f(n) = ω(g(n)) ⇔ ∀C > ۰ : lim inf
n→∞

∣∣∣∣f(n)g(n)

∣∣∣∣ ≥ C ⇔ lim
n→∞

g(n)

f(n)
= ۰ .

یعنی f(n) ∼ g(n) است: قوی تر Θ از :∼

lim
n→∞

∣∣∣∣f(n)g(n)

∣∣∣∣ = ۱ .

داریم مثلاً
n∑

i=۱
i =

n۲ + n

۲ ∼ n۲

۲ .

۴



برای که دارد وجود  C ثابت دیگر، عبارت به .f(n) = g(n)O(۱) یعنی f(n) = poly(g(n)) می نویسیم وقتی : poly
داریم بزرگ nهای

|f(n)| ≤ g(n)C .

یعنی f = Õ(g) می نویسیم وقتی :Õ

f(n) = O (g(n)× poly(log g(n))) .

برحسب که عبارت هایی بلکه نیستند، مهم برایمان ثابت ضرایب تنها نه که می رود کار به مواقعی در نمادگذاری این
داریم مثال، برای نیستند. مهم برایمان هم کوچک ترند)  g(n) از بسیار لذا (و هستند چندجمله ای log g(n)

n۵ × ۳n = Õ(۴n), n۵ × ۳n = Õ(۳n) ,

ولی
n۵ × ۳n ̸= Õ(۲n) ,

می شوند. تعریف مشابهاً هم Θ̃ و Ω̃ نمادهای دارد. ۲n به نسبت سریع تری رشد مراتب به ۳n که چرا

o با را O می توان آن ها کدام در کرد؟ جایگزین Θ با را O می توان آن ها کدام در کنید. نگاه را ۱ مثال .۱ .۲ تمرین
کرد؟ جایگزین

.۲f = o (۲g) ولی f = Θ(g) که بزنید مثال را g و f توابع .۲

.f = o(g) ولی log f = Θ(log g) که بزنید مثال را g و f توابع .۳

f؟ = ω(g) یا و f = Θ(g) یا f = o(g) آیا که کنید تعیین زیر توابع از f, g زوج هر برای .۴

f = ln(n۲), g = ln
√
n

f = ۲n, g = ۳n/۲

f = nlnn, g = ۲n

f = ۲n, g = ۲n+lnn .

.f(n) = o
(
۲nc) و باشد f(n) = ω(nc) ،c > ۰ ثابت عدد هر برای که بزنید مثال f مثل تابع چندین .۵

کنید!) پیدا را ln f ابتدا (راهنمایی:

۵



مثلاً نیستند. دوطرفه مجانبی تساوی های که اینست مجانبی محاسبات دربارهٔ گمراه کننده کمی و مهم بسیار نکتهٔ یک
تساوی ولی .n۲+n

۲ =
∑n

i=۱ i نوشت می توان یعنی است n∑دوطرفه
i=۱ i =

n۲+n
۲ تساوی

n۲ + n

۲ = O
(
n۲)

مثل عبارتی و نیست دوطرفه
O
(
n۲) = n۲ + n

۲
بنویسیم می توانیم حال، این با بی معناست! اصولاً

n∑
i=۱

i =
n۲ + n

۲ =
n۲

۲

(
۱+

۱
n

)
=

n۲

۲ (۱+ o(۱)) = O
(
n۲)

فهمید. و خواند راست» به چپ «از باید را عبارتی چنین و

توابعی b(n) و a(n) کنید فرض همچنین .x ∼ y و برحسبnباشند دلخواه توابعی y(n) x(n)و کنید فرض .۳ تمرین
بزنید. نقض مثال برایش یا کنید اثبات را زیر گزاره های از یک هر باشد. ثابت طبیعی عدد یک k و باشند n برحسب دلخواه

y ∼ x .۱

x− a ∼ y − a .۲

.xa ∼ yb آن گاه a ∼ b اگر .۳

xk ∼ yk .۴

xa ∼ ya .۵

kx ∼ ky .۶

بخش های در که را، مهم تقریب دو تا می کنیم استفاده تیلور۲ قضیهٔ از بخش این مفید.در تقریب چند ۲
بیان این جا در ما که نسخه ای و دارد مختلفی گونه های قضیه این که است ذکر شایان کنیم. اثبات داریم نیاز بهشان بعدی

.[۸] دارد نام باقی مانده۳ لاگرانژی فرم می کنیم،

وجود M ثابت عدد کنید فرض و −a] باشد، r, a+ r] بازهٔ در پیوسته مشتق k + ۱ دارای f تابع کنید فرض .۲ قضیهٔ
که دارد

∀x ∈ [a− r, a+ r]
∣∣f (k+۱)(x)

∣∣ ≤ M .

Taylor’s theorem۲

Lagrange form of the remainder۳

۶



داریم x ∈ (a− r, a+ r) هر برای صورت، این −f(x)∣∣∣∣در f(a)− f ′(a)(x− a)− f ′′(a)(x− a)۲

۲! − · · · − f (k)(a)(x− a)k

k!

∣∣∣∣ ≤ M |x− a|k+۱

(k + ۱)! .

کرد. ثابت را زیر نامساوی سه می توان قضیه این از استفاده با

۱+ x ≤ exp(x) ≤ ۱+ x+ x۲ ∀x ∈ (−۱,۱) (۱)

exp(x− x۲) ≤ ۱+ x ∀x ∈ (−۱
۳ ,

۱
۳) (۲)

۱+ x ≤ ex (نامساوی هستند صادق x ∈ (−∞, ۷۴ ] هر برای حقیقت در (۱) نامساوی های که است ذکر شایان تذکر.
ادعاها این صحت بررسی برای است. صادق x ∈ [−۲

۳ ,+∞) هر برای (۲) نامساوی و است!) صادق حقیقی x هر برای
کنید. رسم علاقه تان مورد نرم افزار کمک به را توابع این نمودار کافیست

داریم x ∈ [−۱,۱] هر برای که کنید دقت .a = ۰, r = ۱, f(x) = ex دهید قرار

|f ′′′(x)| = |ex| ≤ e ,

داریم x ∈ [−۱,۱] هر برای ،۲ قضیهٔ طبق نتیجه ex∣∣∣∣در − ۱− x− x۲

۲

∣∣∣∣ ≤ ex۳

۶ ≤ x۲

۲ ,

می شود. ثابت (۱) و

داریم x ∈ [۲/۳,۴/۳] هر برای .f(x) = ln(x), a = ۱, r = ۱/۳ می دهیم قرار ،(۲) اثبات برای

|f ′′′(x)| =
∣∣x−۳∣∣ ≤ ۲۷/۸ .

داریم x ∈ (۲/۳,۴/۳) هر برای ،۲ قضیهٔ طبق −ln(x)∣∣∣∣پس (x− ۱) + (x− ۱)۲
۲

∣∣∣∣ ≤ ۲۷
۸ × (x− ۱)۳

۶ ≤ (x− ۱)۲
۲ ,

نتیجه در و
ln(x) ≥ (x− ۱)− (x− ۱)۲ ,

داریم y = x− ۱ ∈ (−۱/۳,۱/۳) هر برای پس

ln(۱+ y) ≥ y − y۲ ,

می شود. ثابت طرف دو توان به  e رساندن با (۲) و

۷



داریم x حقیقی عدد هر برای که بیاورید یاد به .۴ تمرین

ex = ۱+ x+
x۲

۲! +
x۳

۳! +
x۴

۴! + · · ·

داریم x مثبت حقیقی عدد هر برای ً اولا کنید ثابت تساوی، این از استفاده با

e−x ≤ ۱− x+ x۲/۲ ,

داریم k طبیعی عدد هر برای ً ثانیا و
ek > kk/k! .

می کنیم. پخش آن ها بین تصادفی صورت به را توپ زیادی تعداد و داریم کنیدmسطل فرض همساز. اعداد ۳
درون را توپ و می کنیم انتخاب یکنواخت توزیع با را سطل یک برمی داریم، جدید توپ یک گام هر در دقیق تر، عبارت به
را گام هایی تعداد X کنیم فرض نماند؟ خالی سطلی هیچ تا بیندازیم باید توپ تا چند متوسط طور به می اندازیم. آن
می خواهیم این جا در و است تصادفی متغیری X که کنید توجه نیست. خالی سطلی هیچ Xاُم، گام از بعد که بدهد نشان

بیاوریم. دست به را امیدریاضی اش

سطل یک داخل m−۱
m

احتمال به می اندازیم که توپی دوم گام در می شود. توپ صاحب سطل ها از یکی اول گام در
سطل تا می کشد طول که گام هایی تعداد پس می رود. توپ صاحب سطل همان داخل ۱

m
احتمال به و می رود، جدید

توپ صاحب سطل تا k اگر کلی، طور به است. m−۱
m

پارامتر با هندسی تصادفی متغیر یک بشود، توپ صاحب جدیدی
m−k
m

پارامتر با هندسی متغیری شود، توپ صاحب تازه ای سطل که می کشد طول که گام هایی تعداد آن گاه باشیم، داشته
داریم است، m

m−k
متغیری چنین ریاضی امید چون مستقلند. هم از تصادفی متغیرهای این علاوه، به است.

E [X] =
m−۱∑
k=۰

m

m− k
= m×

m∑
k=۱

۱
k
.

کنید تعریف
Hn =

۱
۱ +

۱
۲ +

۱
۳ + · · ·+ ۱

n
.

مقدار بخش این در است. mHm دقیقاً توپ ها و سطل ها مسئلهٔ پاسخ بنابراین می نامیم. nاُم۴ همساز عدد را Hn عدد
می زنیم. تقریب بزرگ nهای برای را Hn

n-th harmonic number۴

۸



ولذا ۲k − ۱ ≥ n داریم .k = ⌈log۲(n+ ۱)⌉ بگیریم فرض

Hn =
۱
۱ +

۱
۲ +

۱
۳ + · · ·+ ۱

n

≤ ۱
۱ +

۱
۲ +

۱
۳ + · · ·+ ۱

۲k − ۱
=

(۱
۱

)
+

(۱
۲ +

۱
۳

)
+

(۱
۴ +

۱
۵ +

۱
۶ +

۱
۷

)
+ · · ·+

( ۱
۲k−۱ + · · ·+ ۱

۲k − ۱

)
≤
(۱
۱

)
+

(۱
۲ +

۱
۲

)
+

(۱
۴ +

۱
۴ +

۱
۴ +

۱
۴

)
+ · · ·+

( ۱
۲k−۱ + · · ·+ ۱

۲k−۱

)
= ۱+ ۱+ ۱+ · · ·+ ۱ = k .

.Hn ≤ k = ⌈log۲(n+ ۱)⌉ = O (log۲ n) بنابراین،

ولذا ۲k ≤ n آن گاه k = ⌊log۲ n⌋ اگر مشابهاً

Hn =
۱
۱ +

۱
۲ +

۱
۳ + · · ·+ ۱

n

≥ ۱
۱ +

۱
۲ +

۱
۳ + · · ·+ ۱

۲k

=

(۱
۱

)
+

(۱
۲

)
+

(۱
۳ +

۱
۴

)
+

(۱
۵ +

۱
۶ +

۱
۷ +

۱
۸

)
+ · · ·+

( ۱
۲k−۱ + ۱ + · · ·+ ۱

۲k

)
≥
(۱
۱

)
+

(۱
۲

)
+

(۱
۴ +

۱
۴

)
+

(۱
۸ +

۱
۸ +

۱
۸ +

۱
۸

)
+ · · ·+

( ۱
۲k

+ · · ·+ ۱
۲k

)
= ۱+

۱
۲ +

۱
۲ + · · ·+ ۱

۲ = ۱+ k/۲ .

.Hn = Θ(log n) که بگیریم نتیجه می توانیم همین جا تا .Hn ≥ ۱+ ⌊log۲ n⌋/۲ = Ω(log۲ n) بنابراین،

با می زنیم. تقریب انتگرال با n∑را
i=۱ ۱/i سری کار، این برای بیابیم؟ Hn برای دقیق تری فرمول می توانیم چگونه

داریم ۱ شکل به توجه
۱
۲ +

۱
۳ + · · ·+ ۱

n
≤
∫ n

x=۱

۱
x
dx ≤ ۱+

۱
۲ +

۱
۳ + · · ·+ ۱

n
. (۳)

که کنید دقت ∫حال n

x=۱

۱
x
dx = ln x|n۱ = lnn− ln۱ = lnn ,

پس
Hn − ۱ ≤ lnn ≤ Hn−۱ ,

می دهد نتیجه که
lnn < ln(n+ ۱) ≤ Hn ≤ ۱+ lnn ,

۹



(۳) اثبات :۱ شکل

حقیقت در که است شده داده نشان [۹] مقالهٔ در ولی است، خارج مقاله این حوصلهٔ از .Hn ∼ lnn پس

Hn = lnn+ γ +O(۱/n) ,

.[۱] دارد شهرت Euler-Mascheroni ثابت به γ ≈ ۰٫۵۷۷ آن در که

آن ها بین تصادفی صورت به را nتوپ و داریم mسطل کنید فرض قبل، بخش همانند تولد. روز پارادکس ۴
انتخاب را متفاوتی سطل های توپ ها همهٔ که دارد احتمال چقدر می پردازیم: پرسش این به بخش این در می کنیم. پخش

نکند؟ دریافت توپ یک از بیش سطلی هیچ که دارد احتمال چقدر دیگر، عبارت به کنند؟

که دارد احتمال چقدر باشیم، داشته آدم نفر n اگر است: مشهور تولد۵ روز پارادکس به مسئله این ،m = ۳۶۶ اگر
که آنست از کم تر خیلی احتمال این که اینست «پارادکس» کلمهٔ از استفاده علت نباشد؟ یکی تولدشان روز نفری دو هیچ

است! درصد ۳۰ از کم تر احتمال این باشیم، داشته نفر ۳۰ اگر مثلاً می آید: نظر به اول نگاه در

انتخاب را متفاوتی سطل های توپ n همهٔ که این برای می کنیم. محاسبه می نامیم pn,m را آن که احتمال، این حال
دلخواهی سطل اول توپ می کنند. انتخاب سطل یکی یکی توپ ها کنید فرض باشد. n ≤ m باید که است بدیهی کنند،
باید سوم توپ است. m−۱

m
احتمالش که کند، انتخاب را باقی مانده m−۱سطل از یکی باید دوم توپ می کند. انتخاب را

از یکی باید که nاُم، توپ تا ترتیب همین به است. m−۲
m

احتمالش که کند، انتخاب را باقی مانده سطل m − ۲ از یکی
داریم نتیجه، در است. m−(n−۱)

m
احتمالش که کند، انتخاب را باقی مانده سطل m− (n− ۱)

pn,m =

(
m− ۱
m

)(
m− ۲
m

)
· · ·
(
m− (n− ۱)

m

)
.

سؤالمان کنید فرض مثلاً نیست. خوش دست چندان خود خودی به می دهد، ما به pn,m برای بسته فرمی عبارت این گرچه
که باشد این

the birthday paradox۵

۱۰



باشد؟» pn,m ≤ ۱/۲ که طوری به چیست n مقدار کوچک ترین شده، داده m یک «برای

است نزولی n برحسب pn,m شده، داده m یک برای که کنید (دقت می دهیم. نشان f(m) با را پرسش این پاسخ
f(m) مرتبهٔ بخش این در است. مهم f(m)برایمان مرتبهٔ فقط مسائل از بسیاری برای است.) بنابراینf(m)خوش تعریف

می کنیم. پیدا بزرگ، mهای برای را،

.f(m) = Θ(
√
m) .۳ قضیهٔ

داریم دیدیم، ۲ بخش در که ex ≥ ۱+ x نامساوی از استفاده با می یابیم. f(m) برای بالا کران یک ابتدا اثبات.

pn,m =

(
۱− ۱

m

)(
۱− ۲

m

)
· · ·
(
۱− n− ۱

m

)
≤ e−۱/m · e−۲/m · · · e−(n−۱)/m

= exp (−۱/m− ۲/m− · · · − (n− ۱)/m) = exp

(
−n(n− ۱)

۲m

)
آن گاه n ≥ ۲√m اگر

n(n− ۱)
۲m ≥ n۲

۴m ≥ ۱ ,

ولذا
pn,m ≤ exp

(
−n(n− ۱)

۲m

)
≤ e−۱ < ۱/۲ .

می گیریم نتیجه است، نزولی n برحسب pn,m که آن جا از

f(m) ≤ ۲√m = O(
√
m). (۴)

می گیریم فرض می یابیم. f(m) برای پایینی کران حال

n <
√

۲ ln(۴/۳)m

می شود! ثابت قضیه و f(m) = Ω(
√
m) می گیریم نتیجه است. pn,m > ۱/۲ ،n این برای می کنیم ثابت و

داریم (۲) نامساوی از بنابراین n− ۱ ≤ m/۳ داریم بزرگ های m برای که کنید توجه

۱− n− ۱
m

≥ exp

(
−n− ۱

m
−
(
−n− ۱

m

)۲)
= exp

(
−n− ۱

m
−O

(
n− ۱
m

)۲)
,

۱۱



بنابراین

pn,m =

(
۱− ۱

m

)(
۱− ۲

m

)
· · ·
(
۱− n− ۱

m

)
≥ exp

(
−۱
m

−O

(۱
m

)۲)
· · · exp

(
−n− ۱

m
−O

(
n− ۱
m

)۲)

= exp

(
−۱
m

− ۲
m

− · · · − n− ۱
m

)
exp

(
−O

( ۱
m۲ + · · ·+ (n− ۱)۲

m۲

))
= exp

(
−n(n− ۱)

۲m

)
exp

(
−O

(
n۳

m۲

))
(۵)

رابطهٔ از آخر تساوی در

۱۲ + ۲۲ + · · ·+ (n− ۱)۲ ≤ (n− ۱)× (n− ۱)۲ = O
(
n۳)

داریم ،n <
√

۲ ln(۴/۳)m فرض به توجه با کردیم. استفاده

exp

(
−n(n− ۱)

۲m

)
≥ exp

(
− n۲

۲m

)
> exp (− ln(۴/۳)) = ۳/۴

بزرگ، mهای برای هم چنین و

exp

(
−O

(
n۳

m۲

))
≥ ۱−O

(
n۳

m۲

)
≥ ۱−O

(
m۳/۲

m۲

)
= ۱−O(۱/√m) > ۲/۳ .

به می رسیم نامساوی ها، این گذاشتن هم کنار با

pn,m ≥ exp

(
−n(n− ۱)

۲m

)
exp

(
−O

(
n۳

m۲

))
> ۳/۴× ۲/۳ > ۱/۲ ,

می شود. ثابت قضیه و

این از استفاده مزیت داد. انجام می شد هم O جای به «واقعی» اعداد با را محاسبات این تمام که است ذکر شایان
اثبات» «هستهٔ روی را وقتش می تواند و بشود عددی مقادیر محاسبهٔ درگیر نیست لازم که اینست اثبات نویسندهٔ برای نماد
بدون اثبات که اینست اثبات خوانندهٔ برای آن مزیت بیابد. دست است f(m) مرتبهٔ که لازم نتیجهٔ به حال عین در و بگذارد،
شاخ وبرگ های درگیر که این بدون می شود بیشتر اثبات هستهٔ روی تمرکزش خواننده همچنین و است، تمیزتر عددی مقادیر

بشود. اضافی

داریم ثابت، k عدد هر برای که کنید اثبات .۵ تمرین

۱k + ۲k + · · ·+ nk ∼ nk+۱

k + ۱ .

۱۲



که می دانیم استرلینگ. فرمول ۵
n! = n× (n− ۱)× (n− ۲)× · · · × ۲× ۱ ,

فرمول به و می کنیم بررسی را n! رشد بخش این در نمی گوید. چیزی n برحسب n! رشد نحوهٔ دربارهٔ تساوی این ولی
می رسیم. استرلینگ۶

از: عبارتند ساده پایین کران دو .nn از عبارتست n! برای بدیهی بالای کران یک

بزرگ ترمساوی اند. ۲ از ،۱ از غیر به ضرایب همهٔ چون n! ≥ ۲n−۱ (۱)

.n! ≥
(
n
۲
)۱+n/۲ پس بزرگ ترمساوی اند، n/۲ از ضرایب از تا n

۲ + ۱ زوج، nهای برای (۲)

لگاریتم با کار بزرگی اعداد چنین با کار برای کار سرراست ترین بهتری اند؟ پایین  کران
(
n
۲
)۱+n/۲ ۲n−۱و از یک کدام

بزرگ، nهای برای که آن جا از آن هاست.

(n− ۱) ln۲ ≤ (۱+ n/۲) ln
(n
۲
)
≤ n lnn , (۶)

به می رسیم
۲n−۱ ≤

(n
۲
)۱+n/۲

≤ n! ≤ nn .

ولی n! = ۲Θ(n lnn) نتیجه در و ln(n!) = Θ(n lnn) که دید می توان (۶) نامساوی های به کردن نگاه با و همین جا تا
می خواهیم. دقیق تری کران ما

g(n) = اگر که کنید ثابت .f(n) ̸= Θ
(
۲n lnn

)
ولی f(n) = ۲Θ(n lnn) که بزنید مثال را f(n) تابع .۶ تمرین

.g(n) = ۲Θ(n lnn) آن گاه Θ
(
۲n lnn

)
می گیریم: کمک گرفتن لگاریتم از مجدداً ،n! برای دقیق تری کران آوردن دست به برای

ln(n!) = ln (n× (n− ۱)× (n− ۲) . . .۲× ۱) = ln۲+ ln۳+ · · ·+ lnn .

داریم ۲(چپ) شکل به توجه با است. انتگرال با سری زدن تقریب دیدیم) هم ۳ بخش در (که مواقع این در کارگشا روش یک

ln(n!) ≥
∫ n

۱
lnxdx = x lnx− x|n۱

= (n lnn− n)− (۱ ln۱− ۱) = n lnn− n+ ۱ . (۷)

دقت دهیم، نشان  S با را مثلث ها مساحت مجموع اگر می کنیم. نگاه ۲(راست) شکل به ln(n!) برای بالا کران دادن برای
که کنید

ln(n!) ≤
∫ n

۱
lnxdx+ S ,

Stirling’s formula۶

۱۳



(۹) اثبات :۲ شکل

دوبار را مثلث ها وترهای و نمودار بین باریک قسمت های بزنیم، جمع مثلث ها مساحت با را نمودار زیر مساحت اگر که چرا
است، lnn دقیقاً آن ها ارتفاعات مجموع و است، واحد برابر مثلث ها از یک هر عرض که کنید دقت حال کرده ایم. حساب

می گیریم نتیجه .S = (lnn)/۲ نتیجه در

ln(n!) ≤ n lnn− n+ ۱+ (lnn)/۲ . (۸)

به می رسیم طرفین توان به e رساندن و (۸) و (۷) نامساوی های ترکیب از

e(n/e)n ≤ n! ≤ e
√
n(n/e)n . (۹)

نتیجه در و
n! = Θ̃

(
nn

en

)
.

می کند بیان که است رابطه این از قوی تری نسخهٔ استرلینگ) تقریب (یا استرلینگ فرمول

n! ∼
√
۲πn(n/e)n . (۱۰)

می کند بیان که هست هم فرمول این از قوی تری نسخهٔ

n! =
√
۲πn(n/e)n (۱+O(۱/n)) .

استفاده زیر دقیق بسیار تقریب از می توانیم بزرگ) برایnهای فقط (نه باشد nدرست عدد هر برای که بخواهیم تقریبی اگر
می کند: صدق n > ۱ طبیعی عدد هر برای که کنیم

(۱۱)
√
۲πn

(n
e

)n
<

√
۲πn

(n
e

)n
exp

( ۱
۱۲n+ ۱

)
< n! <

√
۲πn

(n
e

)n
exp

( ۱
۱۲n

)
< e

√
n
(n
e

)n
,

که دارد، ترکیبیات در فراوانی کاربردهای استرلینگ فرمول .[۷] ببینید را مربوطه ویکیپدیای صفحهٔ بیشتر اطلاعات برای
دید. خواهیم بعدی بخش در که کرد، اشاره دوجمله ای ضریب زدن تقریب به می توان آن ها جملهٔ از

۱۴



که بیاورید یاد به دوجمله ای. ضریب تقریب ۶(
n

k

)
=

n!

k!(n− k)!
=

n(n− ۱) · · · (n− k + ۱)
k!

برای را ضریب این مقدار تا می کنیم استفاده (۱۰) یعنی استرلینگ فرمول از بخش این در می گوییم. دوجمله ای ضریب را
کند. میل بی نهایت به و باشد n از تابعی خودش که این یا باشد ثابت می تواند k که کنید دقت بزنیم. تقریب بزرگ nهای

می کنیم. بررسی را حالت سه ما n برحسب k رشد سرعت برحسب

کنید. حل را زیر تمرین دست گرمی عنوان به آغاز، از قبل

کنید ثابت k < n طبیعی عدد دو هر برای .۷ n)تمرین
k

)k
≤
(
n

k

)
≤ nk

k!
≤
(en
k

)k
.

کنید. استفاده (۱۱) تقریب از لزوم صورت در

آن گاه باشد) n برحسب کران دار تابعی که این (یا باشد ثابت عددی k اگر .k = O(۱) ۱ . ۶(
n

k

)
=

n(n− ۱) · · · (n− k + ۱)
k!

∼ nk

k!

یعنی k = o(
√
n) ولی است n برحسب تابعی k = k(n) می کنیم فرض بخش این در .k = o(

√
n) ۲ . ۶

صورت، این در است. n رادیکال از کوچک تر اکیداً رشدش )سرعت
n

k

)
=

nk

k!

(
۱− ۱

n

)(
۱− ۲

n

)
· · ·
(
۱− k − ۱

n

)
=

nk

k!
pk,n ,

،k = o(
√
n) که این به توجه با و کردیم، ثابت بخش آن در که (۵) نامساوی از بودیم. کرده تعریف ۴ بخش در را pk,n که

داریم
pk,n ≥ exp

(
−k(k − ۱)

۲n −O

(
k۳

n۲

))
= exp(−o(۱)) ≥ ۱− o(۱) .

نتیجه )در
n

k

)
=

nk

k!
pk,n ≥ (۱− o(۱))n

k

k!

به می رسیم است، درست nها و k همهٔ برای که
(
n
k

)
≤ nk

k!
و نامساوی این ترکیب )با

n

k

)
∼ nk

k!
∼
(en
k

)k/√
۲πk ,

کردیم. استفاده استرلینگ فرمول از آخر رابطهٔ در که

۱۵



k = pn دقیق تر عبارت به می کند، رشد  nبرحسب خطی صورت kبه = k(n)کنید فرض حال .k = Θ(n) ۳ . ۶
داریم استرلینگ فرمول از .q = ۱− p کنید تعریف است. ثابت عددی p ∈ (۰,۱) )که

n

k

)
=

n!

k!(n− k)!
=

n!

(pn)!(qn)!
∼

√
۲πn(n/e)n√

۲πpn(pn/e)pn
√

۲πqn(qn/e)qn
=

p−pnq−qn√
۲πpqn

=
۲H(p)n√
۲πpqn

,

دارد. شهرت ۷p دودویی آنتروپی به H(p) = −p log۲ p− q log۲ q آن در که

نتیجه در و H(۱/۲) = ۱ مثال، عنوان )به
n

n/۲
)

۲n
∼ ۱√

۲πn/۴
=

√
۲
πn

= Θ

( ۱√
n

)
.

۱/√n مرتبهٔ از بیایند شیر آن ها نصف دقیقاً که این احتمال کنیم، خط یا شیر را وقتیnسکه باشد، زوج nعددی اگر پس
است.

[۳] مقالهٔ می تواند بیشتر تمرین های و مثال ها دیدن برای علاقمند خوانندهٔ می رسانیم. پایان به زیر تمرین با را مقاله این
ببیند. را [۲] کتاب نهم فصل یا و

و ،π(۲) = ۱ ،π(۱) = ۰, داریم مثلاً بدهد. نشان را n تا ۱ بین اول اعداد تعداد π(n) کنید فرض .۸ تمرین
می گوید [۶] اول اعداد قضیهٔ .π(n) = Ω(n/ lnn) می کنیم ثابت تمرین این در .π(۵) = ۳ و π(۳) = π(۴) = ۲
فرضیهٔ بدانید است جالب نیست. سخت خیلی هم π(n) = O(n/ lnn) که این اثبات .π(n) ∼ n/ lnn حقیقت در

با معادلست ریمان
π(n) =

∫ n

۲

dt

ln t
+O(

√
n lnn) .

.Cn ≥ ۲n کنید ثابت .Cn =
(۲n

n

)
کنید تعریف الف)

pk بر Cn (یعنی می کند عاد را Cn که باشد p از توانی بزرگ ترین k کنید فرض و باشد، اول عددی p کنید فرض ب)
کنید ثابت است). بخش پذیر

k =

(⌊۲n
p

⌋
− ۲

⌊
n

p

⌋)
+

(⌊۲n
p۲

⌋
− ۲

⌊
n

p۲

⌋)
+

(⌊۲n
p۳

⌋
− ۲

⌊
n

p۳

⌋)
+ · · ·

.pk ≤ ۲n بگیرید نتیجه .۱ یا است ۰ یا حاصلش بالا پرانترهای از یک هر کنید ثابت پ)

نتیجه در و π(۲n) ≥ n/ log۲(۲n) بگیرید نتیجه ت)

π(n) ≥ ln۲
۲ × n

lnn
×
(
۱− ۱

n

)
= Ω(n/ lnn) .

binary entropy of p۷

۱۶
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